UNIVERSIDADE FEDERAL DO TRIANGULO MINEIRO

«»
-~
-

m
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL

A&
Ll

PROFMAT

ANTONIO ALBERTO DE SOUSA DIAS

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL E GEOGEBRA:
FERRAMENTAS PARA O ENSINO DA FISICA NA
EDUCACAO BASICA

Uberaba-MG
2016



Catalogaciao na fonte: Biblioteca da Universidade Federal do
Triangulo Mineiro

Dias, Antonio Alberto de Sousa
D53c Calculo diferencial e integral e Geogebra: ferramentas para o en-
sino da fisica na educacao basica / Antonio Alberto de Sousa Dias.
--2016.
90 f. il fig., graf., tab.

Dissertacéo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-
cional) -- Universidade Federal do Tridngulo Mineiro, Uberaba, MG,
2016

Orientador: Prof. Dr. Rafael Peixoto

Coorientadora: Profa. Dra Vanessa de Paula Cintra

1. Fisica - Estudo e ensino. 2. Calculo diferencial - Ensino auxilia-
do por computador. 3. Calculo integral - Ensino auxiliado por compu-
tador. |. Peixoto, Rafael. Il. Universidade Federal do Trigngulo Minei-
ro. lll. Titulo.

CDU 530.1




ANTONIO ALBERTO DE SOUSA DIAS

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL E GEOGEBRA:
FERRAMENTAS PARA O ENSINO DA FiSICA NA
EDUCACAO BASICA

Dissertacao apresentada ao curso de
Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT, como
parte das atividades para obtencao
do titulo de Mestre em Matematica
da Universidade Federal do Triangulo
Mineiro - UFTM, Departamento de
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Rafael Peixoto,
Departamento de Matemaética, ICENE
- UFTM.

Co-orientadora: Profa. Dra. Vanessa
de Paula Cintra, Departamento de Ma-
tematica, ICENE - UFTM.

Uberaba-MG
2016



ANTONIO ALBERTO DE SOUSA DIAS

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL E GEOGEBRA: FERRAMENTAS
PARA O ENSINO DA FiSICA NA EDUCACAO BASICA

Dissertacao apresentada ao curso de
Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT, da
Universidade Federal do Triangulo
Mineiro, como parte das atividades
para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

22 de julho de 2016

Banca Examinadora

Prof. Dr. Rafael Peixoto (Orientador)
Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM)

Prof. Dra. Vanessa de Paula Cintra (Co-orientadora)

Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM)

Prof. Dr. Osmar Aléssio

Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM)

Profa. Dra. Adriana Rodrigues
Universidade de Uberaba (UNIUBE)



Agradecimentos

A todos que direta ou indiretamente contribuiram a elaboracao desse trabalho, especial-
mente,

Ao Prof. Dr. Rafael Peixoto, pela paciéncia, aulas e orientacao.

A Profa. Dra. Vanessa de Paula Cintra, pelas orientacoes.

Aos Professores da UFTM neste curso de mestrado — Dr. Flavio Molina da Silva, Dr.
Heron Martins Félix, Me. Marcelo Ferreira, Dr. Osmar Aléssio, Dr. Bruno Nunes de Souza,
Dr. Rafael Rodrigo Ottoboni, Dra. Marcela Luciano Vilela de Souza, Dra. Monica de
Céssia Siqueira Martines , Dr. José Gustavo Coelho, Dr. Nelson Fernando Inforzato, Dr.
Wellington Barros e Barbosa, Dr. Tadeu Alves Senne, pelas aulas, indicacoes de leitura,
discussoes e orientacoes que tanto me enriqueceram.

Aos colegas do PROFMAT /2014 - UFTM que no cumprimento dos créditos obrigatérios
e optativos pudemos compartilhar o prazer de estarmos juntos, pouco a pouco descobrindo
em cada um suas qualidades.

Especialmente, quero agradecer a meus pais, Antonio (in memorian) e Isolda (in me-
morian - primeira professora), pelo exemplo de integridade e amor dedicado e que nao
pouparam esforcos, mesmo com as privacoes da vida na zona rural, em me educar, oportu-
nizando condicoes de vida mais digna; a minhas filhas — Luisa e Marilia — pela compreensao
das auseéncias.

Aos colegas-amigos de trabalho do Colégio Marista Diocesano, da Escola Estadual Profa
Corina de Oliveira, Colégio Nossa Senhora das Gragas e do Instituto Federal do Triangulo
Mineiro (IFTM) - Campus Paracatu, pela amizade e profissionalismo com que se dedicam a
profissao docente e que flexibilizaram horarios para que pudesse participar deste programa

de mestrado.



”Nao ha nada que seja maior
evidéncia de insanidade do
que fazer a mesma coisa dia

apos dia e esperar resultados
diferentes” (EINSTEIN, A.).



Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta de abordagem do Calculo Diferen-
cial e Integral no Ensino Béasico de maneira a auxiliar na aprendizagem da Fisica. Como
ferramenta utilizamos o software de Geometria Dinamica, o Geogebra, que possibilita por
meio de construcao e analise grafica, trabalhar concepgoes intuitivas de velocidade, aceleracao
média e instantanea, formalizar conceitos de taxa de variacao média e variacao instantanea
de funcoes, entre outros. A abordagem sugerida auxilia na compreensao de fenémenos fisicos,
pois é por meio do Calculo Diferencial e Integral que definimos as grandezas envolvidas na
Cinematica.

Palavras chave: Fisica; Geogebra; Célculo Diferencial e Integral; Ensino Bésico.



Abstract

The objective of this paper is to present a proposed approach of Differential and Integral
Calculus in Basic Education to assist in learning of Physics. As a tool we use the software of
Dynamic Geometry, The Geogebra, enabling through construction and graphical analysis,
working intuitive concepts of speed, average and instantaneous acceleration, to formalize
concepts of average rate of change and instanteneous variation of functions, among others.
The suggested approach aids in the understanding of physical phenomena, because it is
through the Differential and Integral Calculus that we define the quantities involved in the
Kinematics.

Keywords: Physics; Geogebra; Differential and Integral Calculus; Basic Education.
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Capitulo 1

Introducao

Nasci em 1959 na cidade de Uberaba-MG. Moravamos, eu, meus pais e irmaos numa
fazenda no municipio de Verissimo-MG, onde aos seis anos de idade, ingressei numa escola,
também na zona rural e cursei as trés primeiras séries da Educacao Infantil (atualmente
Educagao Fundamental I) em classes multisseriadas em que uma tnica professora ministrava
aulas de todas as disciplinas. A professora orientava os alunos de uma série e, enquanto de-
senvolviam as atividades propostas, orientava os da série seguinte. Assim por diante, até que
os ultimos fossem orientados. Evidentemente, esse processo dificultava o acompanhamento
dos alunos, inviabilizando o diagnoéstico de sua situacao para posteriores intervengoes. O
ensino da Matematica, devido a sua particularidade, era o mais prejudicado e apenas uma
minoria dos alunos conseguia executar as tarefas e se destacar.

As séries seguintes e o Ensino Ginasial (Ensino Fundamental II), cursei em escolas urba-
nas, sendo uma classe por série e as disciplinas ministradas por mais de um professor. Mesmo
com a constituicao diferente, considero que a dificuldade na aprendizagem da Matematica
persistia, atingindo grande parte dos alunos.

Durante a minha trajetéria académica, percebi que na segunda etapa da Educagao Basica,
curso colegial (Ensino Médio), a dificuldade em aprender Matemadtica se agravou, estendendo
a outras disciplinas ja que fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos que antes eram estudados
enfatizando apenas os seus aspectos conceituais, para uma melhor compreensao, passavam
a ser analisados com a preocupacao em mensurar as grandezas envolvidas. Nessa diregao,
as dificuldades com o aprendizado da Matematica se espalhava por outras areas do conheci-
mento.

Percebi que essa dificuldade que perpassa desde o Ensino Fundamental foi evidenciada
quando apenas, uma pequena minoria dos alunos, canalizava para os vestibulares de exatas.
Fiz parte dessa minoria e ingressei na Faculdade de Engenharia Civil.

Na Universidade, até mesmo alunos que tinham interesse em estudar exatas e que foram
aprovados no processo de selecao, apresentavam muitas dificuldades de aprendizagem da
Matematica. Essas dificuldades sao evidenciadas em disciplinas como Calculo Vetorial e
Geometria Analitica, Algebra Linear e, principalmente, Célculo Diferencial e Integral (CDI).

Como a Matematica faz-se presente em outras diferentes areas do conhecimento, percebi
que essa dificuldade se refletia também em disciplinas como Fisica e Quimica e, consequen-
temente, naquelas especificas da engenharia, area do conhecimento onde se aplica a Quimica
e, também a Fisica.

Durante a graduacao, tinhamos como estratégia, visando suprir essas dificuldades de
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aprendizagem, formar grupos de estudo em que uns conseguiam ajudar os outros.

Ainda cursando graduacao em Engenharia, comecei a trabalhar como professor de Ma-
tematica da Educacao Basica, oportunidade de tentar contribuir com a aprendizagem da
dificil disciplina, mas também como uma fonte de renda para reduzir os encargos da familia,
buscando a independéncia financeira.

Com o passar do tempo, como as escolas em que trabalhava tinham dificuldade em
contratar professores de Fisica, para colaborar, comecei a ministrar também essa disciplina
e dessa maneira, gradualmente fui sendo transferido para a mesma, podendo ver por outro
angulo, os efeitos das referidas dificuldades de aprendizagem.

Envolvido com o ensino de Fisica, cursei Licenciatura em Fisica e, posteriormente, fui
contratado como professor temporario em uma Universidade Publica para ministrar aulas de
Matematica e Fisica nos cursos de Licenciatura em Fisica, Matematica, Quimica e Biologia.
A partir dessa experiéncia, agora com a visao de professor do Ensino Superior, pude constatar
que as dificuldades de aprendizagem da Matematica persistem mesmo na Universidade e que
a deficiéncia nesta disciplina dificulta a aprendizagem de outras ciéncias.

Percebemos, por meio de relatos de ex-alunos da Educagao Basica que ingressam nas
Universidades nos cursos de exatas, que a utilizacdo do CDI auxilia na compreensao da
Fisica. Ou seja, dificuldades encontradas frequentemente na compreensao de fendémenos
fisicos no Ensino Médio deixam de existir ou se tornam mais simples quando sao abordados
nessa perspectiva.

Nessa diregao, destacamos a importancia do ensino do CDI na Educagao Basica, a partir
de abordagens que viabilizem a aprendizagem e, de tal modo, possa contribuir para atenuar
dificuldades. Assim, neste trabalho, procuramos utilizar o CDI na tentativa de melhor
compreensao de fenomenos da Cinematica, particularmente, de alguns movimentos de corpos,
abordados na Fisica da Educagao Basica.

Frequentemente nos deparamos com situagoes em que os alunos, mesmo apds muito
estudo, confundem os conceitos das grandezas fisicas. Por exemplo, quando se estuda a queda
dos corpos em pequenas altitudes, na qual a aceleracao da gravidade pode ser considerada
constante. Mesmo que se proponha situacoes em que a resisténcia do ar possa ser desprezada,
é comum alguns alunos afirmarem que nesse movimento os corpos caem cada vez com maior
aceleragao, claramente confundindo os conceitos de velocidade e aceleracao.

Como entender que, nesses movimentos, um corpo que cai a partir do repouso de uma

m
altura de 20 m atinge o solo com velocidade de 20 —, apds 2 s de queda, enquanto outro que
s
cai da altura de 5 m, também a partir do repouso atinge o solo apés 1 s, com velocidade de
m
10 —? Na queda livre, enquanto a velocidade aumenta linearmente com o tempo, o espago
S

percorrido aumenta com o quadrado do tempo decorrido.

A ideia de velocidade como medida da rapidez com que varia o espaco percorrido em
funcao do tempo e a aceleracao como medida da rapidez com que varia a velocidade de
um corpo em funcao do tempo, certamente contribui para a compreensao e distin¢ao desses
conceitos e, destacamos o uso do CDI, onde a definicao de limites e derivadas sao fundamen-
tais. Isso vai de encontro com o que Spina (2002) propoe, que é utilizar as ideias do CDI
como elemento facilitador da compreensao e unificador dos atuais contetidos desenvolvidos
no Ensino Basico.

O CDI também contribui na determinacao do espaco percorrido por um mével quando
sua velocidade sofre ou nao variacoes, ja que os alunos frequentemente afirmam erroneamente
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m
que um corpo que teve sua velocidade alterada de 0 a 10 — em 1 s percorreu 10 m. O mesmo

ocorre com a variacao de velocidade em movimentos com aceleragao constante ou nao.

H& movimentos onde a aceleracao nao é constante, como quando um corpo apoiado sobre
uma superficie horizontal sem atrito comprime inicialmente uma mola contra uma parede
e é liberado. A mola impulsiona o corpo que adquire um movimento retilineo com uma
aceleracao que decresce linearmente e a velocidade aumenta segundo uma funcao quadratica
com a diminui¢ao da deformacao da mola, até o instante em que o corpo se desprende da
mesma. Se o corpo for preso a mola e esta presa a parede, apds ser liberado, o corpo passa
a oscilar num movimento retilineo de vai e vem (MHS - Movimento Harmonico Simples),
em que a aceleragao varia constantemente de intensidade e periodicamente de sentido. Nos
dois casos, a posicao, a velocidade e a aceleracao dos movimentos, sao descritos em funcao
do tempo, por funcoes trigonométricas, o que aumenta significativamente as dificuldades e
confusoes dos alunos.

Compreendemos que no Ensino Basico, a falta de pré-requisitos da Matematica gera
desinteresse por parte dos alunos, o que dificulta a aprendizagem sobre os fenomenos fisicos.
Nessa direcao trazemos uma proposta de abordagem que utiliza o CDI no Ensino Basico de
maneira a auxiliar na aprendizagem da Fisica.

Minha formagao académica e experiéncia enquanto professor e por estar cursando o mes-
trado profissional em Matematica, as discussoes e reflexdes ocorridas nessas instancias, mo-
tivou e motiva minha atual producao focada no ensino de Fisica e Matematica, visando
principalmente compreender as dificuldades de aprendizagem da Matematica e o que a de-
ficiencia nesta disciplina acarreta na aprendizagem de outras ciéncias, em especial, a Fisica.

Apresentamos neste trabalho uma proposta de abordagem do Célculo Diferencial e Inte-
gral no Ensino Bésico de maneira a auxiliar na aprendizagem da Fisica. Como ferramenta
utilizamos o software de Geometria Dinamica, o Geogebra, que possibilita por meio de cons-
trucao e analise grafica, trabalhar concepgoes intuitivas de velocidade e aceleracao média e
instantanea para formalizar conceitos de taxa de variagao média e variacao instantanea de
funcoes. A abordagem sugerida auxilia na compreensao de fenomenos fisicos, pois é por meio
do CDI que definimos as grandezas envolvidas na Cinematica.
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O CaAlculo Diferencial e Integral no
Ensino Basico

Ao observarmos a nossa volta, percebemos que nada é estatico, estamos em constante
movimento e cada minuto vivido é diferente do anterior. Assim, encontramos muita aplica-
bilidade do céalculo em nossas vidas, experiéncias, entre outros.

A Matemadtica apresenta muitos campos de investigagao e de aplicagoes praticas, que
permitem simular situacoes reais, prever, generalizar e abstrair, favorecendo a estruturacao
do pensamento e o desenvolvimento do raciocinio matematico, em todas as areas do saber,
dentre elas a Fisica (SPINA;2002).

Sabemos que na proposta curricular para o Ensino da Matematica publicada em 1992 o
CDI desaparece da proposta curricular. Contudo, “apesar da nao obrigatoriedade curricu-
lar; alguns livros continuaram e continuam mantendo nogoes de célculo como um capitulo
destinado ao ensino no ultimo ano” (SPINA;2002).

Para Spina (2002), a introdugao de conceitos do CDI no Ensino Médio justifica-se se

atender a dois objetivos interligados:
a) motivar o estudo de contetdos “classicos”

do Ensino médio tais como: funcoes, geome-
tria analitica, logaritmos, trigonometria e ou-
tros; e b) mostrar que a Matemadtica oferece
ferramentas para solucionar problemas con-
cretos (p.81).

Nessa direcao, destacamos a importancia do ensino do CDI na Educacao Bésica, a par-
tir de abordagens que viabilize a aprendizagem e assim, possa contribuir para atenuar as
dificuldades de aprendizagem.

Neste trabalho procuramos utilizar o CDI na tentativa de melhor compreensao de fenomenos
da Cinemadtica, particularmente, de alguns movimentos de corpos, abordados na Fisica da
Educagao Basica.

Compreendemos que na Educagao Bésica, particularmente no Ensino Médio, a falta de
pré-requisitos basicos de Matematica acarreta a dificuldade de aprendizagem do estudo de
fenomenos fisicos, assim, consequentemente, o desinteresse de alguns alunos.

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB), o Ensino Médio, pode
ser considerado a "etapa final da educagao basica” (Art.36) e concorre para a formacao da
identidade do aluno.
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Durante o Ensino Médio, a aprendizagem das Ciéncias da Natureza, diferentemente do
que ¢ desenvolvido no Ensino Fundamental, deve permitir a obtencao e construgao de for-
mas de pensamento mais abstratas e ressignificadas, em que a Matematica tem um papel
fundamental, permitindo compreender e utilizar conhecimentos cientificos, seja para explicar
o funcionamento do mundo ou para avaliar, planejar e executar agoes de com intervencoes
na realidade (LDB).

Santos (2006) afirma que de acordo com o proposto nos Parametros Curriculares Nacio-
nais (PCN’s), o curriculo do Ensino Médio deve permitir aos alunos o aprofundamento dos
conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, de forma multidisciplinar, preparando-o
para a vida e também auxiliando na continuacao dos estudos em niveis superiores. Segundo
essa autora, parte significativa dos alunos conclui a Educacao Basica com dificuldade para
realizar operagoes com numeros reais, interpretar tabelas e gréaficos e descrever fenomenos
fisicos que em geral necessitam da Matematica basica para sua melhor compreensao. Os
resultados das avaliagGes institucionais do Governo federal, como Sistema Nacional de Ava-
liacao Escolar da Educacao Bésica (SAEB) e o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)
comprovam isso. A Tabela 2.1 mostra a média dos alunos nas edigoes do ENEM de 2014 e
2015.

Area do Média 2014 Média 2015
conhecimento

Ciéncias 5465 5581
Humanas

Ciéncias da 482 2 478.8
Matureza

Linguagens & 507 9 5053
Caodigos

Matematica 4735 467.9

Figura 2.1: Média dos alunos no ENEM - Fonte - INEP

Acreditamos que uma das consequéncias imediatas da dificuldade com a Matemaética
bésica é que geralmente os alunos nao procuram cursos de nivel superior na area de exatas.
Os que optam por esses cursos apresentam uma grande defasagem, o que tem forcado as
Universidades a oferecerem disciplinas de nivelamento, tais como Pré-Calculo. Nesse con-
texto, buscamos investigar se o estudo do Calculo Diferencial e Integral na Educacao Béasica
pode auxiliar o ensino da Fisica.

Consideramos que, para que o aluno possa compreender esses procedimentos estuda-
dos em Calculo, ele deve ter alguns conhecimentos basicos de Matematica. Nessa direcao,
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segundo Lopes (1999),

O diagnéstico sistematico de modelos permite prever, cal-
cular, aperfeicoar, medir, analisar o desempenho de ex-
periéncias, além de estimar, proceder a andlises estatisticas
e ainda desenvolver padroes de eficiéncia que beneficiam o de-
senvolvimento social, econémico e humanistico dos diversos
paises (p. 913).

Sobre a apresentacio do CDI no Ensino Médio (EM), Avila (2006) em um artigo publi-
cado na RPM (Revista do Professor de Matematica) sugere que o contetido de Derivada seja
apresentado de forma simples e modesta. O estudo das fungoes pode ser executado integrado
a geometria analitica, limites e derivadas. Segundo Avila, atualmente esses conceitos sao es-
tudados separadamente, funcoes na primeira série do EM e os demais conteudos citados, na
terceira série do EM.

Avila (2006) recomenda que ao discutir graficos no Ensino Fundamental (EF), o professor
introduza o estudo sobre a equacao da reta, particularmente a que passa pela origem do
plano cartesiano, associada a ideia de proporcionalidade entre grandezas e regra de trés,
trabalhando coeficiente angular e declividade positiva e negativa.

A partir dessa ideia, na primeira série do EM, Avila (2006) argumenta que apresentar a
equacao da reta na forma tradicional se torna mais facil, apenas mostrando como se translada

o grafico ao longo do eixo y. Acréscimos e decréscimos também podem ser trabalhados, e o

coeficiente angular como sendo a razao A—y , dando um primeiro passo em direcao ao estudo
de Limite e Derivada. !

Diante do panorama apresentado, destacamos que a inser¢cao do CDI no Ensino Basico
deve ser apresentado por meio de uma abordagem adequada para que a compreensao seja
relativamente simples e auxilie na aprendizagem de diversos conceitos matematicos e fisicos.

A utilizacao do Geogebra como uma ferramenta para o ensino do Célculo Diferencial
Integral e de Fenomenos Fisicos, se traduz diante do cendrio mundial que de acordo com
Penteado (2004) vivemos em uma sociedade de bases tecnoldgicas, com mudangas continuas,
em ritmo acelerado e nao hé como ignorar as alteragoes que as Tecnologias da Informacao
provocam na forma como as pessoas veem e apreendem o mundo. Esse ritmo acelerado
com que a informatica imprime a vida fora da escola caminha para a escola, ajustando e
transformando esse cendrio mundo (PENTEADO, 2004).

Consideramos o Geogebra uma das possiveis ferramentas tecnolégicas para o ensino
e a aprendizagem do CDI aplicado a fenomenos fisicos. Por meio dessa ferramenta, é
possivel construir e analisar graficos, trabalhar concepgoes intuitivas de velocidade, ace-
leracoes médias e instantaneas, formalizar conceitos de taxa de variacao média, variacao

instantanea de funcoes de maneira geral.
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A seguir, apresentaremos uma fundamentacao tedrica sobre Limite, Derivada e Integral,
intermediada por sugestoes de atividades que o professor da Educacao Béasica pode apresentar
e aplicar esses conceitos. Essas atividades sao direcionadas para aplicagoes nos conteidos
da Fisica (cinemética) selecionados, caracterizando a interdisciplinaridade. Particularmente,
serd trabalhado o Movimento Uniforme (MU), o Movimento Uniformemente Variado (MUV)
e o Movimento Harmoénico Simples (MHS).

Concepgoes intuitivas de velocidade e aceleragao médias e instantaneas servem para for-
malizar conceitos de taxa de variacao média e variacao instantanea de fungoes de uma forma
geral.

A derivacao de fungbes constantes e polinomiais de primeiro e segundo grau (simples
e de facil compreensao) serd utilizada na descrigdo e anélise dos movimentos uniforme e
uniformemente variado. J& a derivacao das fungoes trigonométricas seno e cosseno (nao tao
simples), serd utilizada nas fungdes que caracterizam o MHS, no qual é aplicada a regra
da cadeia. Os alunos devem descrever a aceleragao como a taxa de variacdo no tempo da
velocidade e a velocidade como taxa de variacao no tempo do espaco percorrido, ou seja, a
aceleragao como derivada temporal da velocidade e esta, como derivada temporal do espaco.
Na representacao grafica das fungoes que caracterizam os movimentos, que é apresentada ao
longo desse trabalho, o calculo de areas com o eixo OX, num intervalo definido do dominio,
permite obter a integral definida nesse intervalo. No grafico da aceleracao essa integral

representa a variacao da velocidade e no grafico da velocidade, a variacao do espacgo.



Capitulo 3
Introducao ao Calculo

Neste capitulo, apresentamos uma abordagem simples e dinamica sobre os temas Limite,
Derivada e Integral, de forma que estes conceitos possam ser introduzidos aos alunos do
Ensino Médio. Para isto utilizaremos o programa Geogebra! com a finalidade de construir
graficos e animagoes que venham a contribuir para o entendimento dos conceitos apresenta-

dos. As principais referéncias utilizadas foram Stewart (2013), Iezzi (1980) e Lewis (1972).

3.1 Nocoes sobre Limites

Na introducao do conceito de limite de uma fung¢ao num ponto, que pode existir ou nao,
¢é fundamental identificarmos o dominio da mesma, estudar seu comportamento e identificar
possiveis restricoes nas proximidades do referido ponto. A partir dai, pode-se concluir sobre
a existéncia ou nao do limite.

Para a determinacao do dominio de uma func¢ao, em alguns casos, é importante estar

ciente das propriedades que possuem os quocientes. Por exemplo, os quocientes da forma o
com x # 0, ndo existem, pois se um nimero a = o terfamos que a-0 = x, o que é impossivel
ja que a-0 = 0 e por hipétese = # 0. Por outro lado, quando = = 0, dizemos que o quociente

0 é uma indeterminacao, uma vez que se a = o’ a relacao a -0 = 0 é satisfeita para qualquer

: . 0 . .
numero real a. Finalmente, o quociente —, com = # 0, que é sempre zero, pois a relacao
x

0 = 2.0 é verificada para qualquer nimero real x. E importante frisar que estes quocientes
nem sempre sao encontrados.

A fim de clarificar o exposto, por meio de exemplos, daremos uma nocao intuitiva do

!Geogebra - Dynamic Mathematics for Schools. Este software é gratuito e pode ser encontrado em
http://www.geogebra.org
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conceito de limite.
Seja a fungao afim f(z) = 2z + 1, definida para qualquer € R, onde R é o dominio de
f, neste caso. Analisemos o comportamento da funcao f nas proximidades do ponto z = 0,

mas diferente de zero, vide Tabela 3.1.

Aproximagao pela esquerda | Aproximacao pela direita
X f(x) X f(x)

-0.2 0.6 0.2 1.4

-0.1 0.8 0.1 1.2

-0.05 0.9 0.05 1.1

-0.03 0.96 0.03 1.06

-0.01 0.98 0.01 1.02

Tabela 3.1: Valores de f(x) = 2z + 1 quando x se aproxima de zero.

Observemos que a medida que z assume valores cada vez mais préximos de 0 (maiores ou
menores), os valores da fun¢ao f(x) se aproximam do valor 1. Disso, decorre que podemos
tornar os valores de f(x) tao préximos de 1 quanto quisermos tornando os valores de z
suficientemente préximo de 0. Expressamos isso dizendo que “o limite da funcao f(x) =
2z 4+ 1 quando x tende a 0 é igual a 17. A representacao desse limite é dada por

lim2z+1=1

z—0

O grafico da Figura 3.1 mostra o comportamento da funcao f(z) = 2x + 1 nas proximi-
dades de z = 0.
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Arquivo  Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A I I | =2
| / [ ? 3
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo <
Funcao
------ ® f(x) =2x+1
Ponto
Segmento
Vetor
4
Entrada:j- . B ®

Figura 3.1: Grafico de f(x) =2z +1

Com alguns recursos do Geogebra, é possivel mostrar, através de ”animagoes”, o compor-
tamento de uma funcao nas proximidades de um ponto, e assim enfatizar a nocao de limite
para alunos da educacao basica. Vejamos como esta animacao poder ser realizada para a
fungado f(x) = 2z + 1 estudada acima, vide Figura 3.2. Para isto, é preciso selecionar no
programa Geogebra a funcao controle deslizante a, variando num intervalo que contenha 0,
por exemplo, no intervalo de [—1, 1]. Depois digitar as entradas f(a) = 2a+1, P = (a, f(a)),
X = (a,0) e Y = (0, f(a)). Para dar mais foco ao movimento dos pontos, sugerimos criar
os segmentos que ligam X a P e P a Y. Assim quando movimentarmos os valores de a,
os pontos X, P e Y se movimentarao na tela do programa. Entao, quando tomarmos os
valores de a proximos de 0, veremos que os valores de X se aproximarao de ”0”, no eixo z,

e os valores de Y automaticamente se aproximarao de 71”7, no eixo y.
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Arquivo  Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

] A olO] 4N =4

b Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo =
- Fungio

5

Entrada: =

Figura 3.2: Animacao sobre o gréfico de f(x) = 2x + 1

Como o ponto x = 0 pertence ao dominio da fungao f(z) = 2z + 1, e o limite da fungao
f(x) no ponto x = 0 pode ser obtido, nesse caso especificamente, substituindo diretamente

x por 0 na fungao (f(0) = 1).
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Agora, analisemos o comportamento de uma funcao préximo a um ponto que nao pertence

a seu dominio. 24
. - €T~ — ~ , . . ‘
Consideremos a fungao f(z) = T que nao esta definida no ponto x = 1, pois ha
l‘ —

0
uma indeterminagao nesse ponto | f(1) = 6) Logo seu dominio é dado por D = R — {1}.

Vejamos na Tabela 3.2 o comportamento de f(z) proximos a = = 1.

Aproximacao pela esquerda | Aproximacao pela direita
X f(x) X f(x)
0.5 1.5 1.5 2.5
0.6 1.6 1,4 2.4
0.7 1.7 1.3 2.3
0.8 1.8 1.2 2.2
0.9 1.9 1.1 2.1
2 -1

Tabela 3.2: Valores de f(z) =

quando x se aproxima de 1.

Observemos que a medida que os valores de x € D se aproximam de 1, tanto pela

esquerda quanto pela direita, os valores de f(x) se aproximam de 2 (veja também Figura

2 _
3.3). Entao dizemos que o limite da funcao f(z) = ’

1
] quando x tende a 1 é igual a 27,

e a representacao desses limites é dada por

2
=1
lim =2
z—1 r — 1
) : - z?—1 .
O gréfico a seguir mostra o comportamento da funcao f(z) = T nas proximidades

de z = 1.



CAPITULO 3. INTRODUCAO AO CALCULO 13
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22 —1

Figura 3.3: Grafico de f(z) =

z—1

De maneira analoga ao primeiro exemplo, pode-se ilustrar este processo, utilizando as
ferramentas do programa Geogebra. Selecionamos no programa a fungao controle deslizante
a, variando agora num intervalo que contenha 1, por exemplo, no intervalo de [—1, 2]. Depois
digitamos as entradas f(a) = (a* —1)/(a — 1), P = (a, f(a)), X = (a,0) e Y = (0, f(a)).
Como a funcdo f(a) nao estd definida em 1, sugerimos destacar o ponto ”"a = 1" no grafico
com uma bola aberta, simbolizando que naquele ponto ha um ”buraco” no eixo x. Para isto,
basta criar os pontos A = (1,0), B = (0,2) e C' = (1,2) e depois, clicando com o botao
direito do mouse, selecionar propriedades, depois estilo, e assim escolher a representacao dos

pontos A, B e C, como mostra a Figura 3.4.
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Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...

[ALAIOIO] <l Nped =] +]

-

- e*d

» Janela de Algebra [

» Janela de Visualizagao

X

Funcdo

® Y=(0,1.61)
e Y,-002

Segmento

14

< >

Entrada:

2
. . - , ¢ —1
Figura 3.4: Animacao sobre o grafico de f(x) = ——
1
x —

Entao, no controle deslizante, quando tomarmos os valores de a préximos de 1, veremos
que os valores de X se aproximarao de ”1”7, no eixo x, e os valores de Y se aproximarao
de 72”7, no eixo y. Porém, quando colocamos a = 1, teremos na parte esquerda da tela do
programa que os valores de Y e P aparecerao como indefinidos, uma vez que a funcao nao
estd definida em z = 1.

Algebricamente, também pode-se resolver este limite da seguinte forma

2
-1 —
lim == = lim (z+Dz—1)
z—1 1 — 1 rx—1 €xr — 1
Simplificando (x — 1), tem-se:
lim(z+1)=2

z—1
Conclui-se destes exemplos que para encontramos o limite de uma funcao em um dado
ponto, nao é necessario que a funcao dada esteja definida neste ponto. O que interessa é

saber o comportamento da funcao nas proximidades do ponto dado. Isto nos leva a seguinte
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definicao:

Definigao 3.1.1 Dizemos que o limite de uma fun¢ao f(x) € igual a L, quando x tende a

Tg, e denotamos por
lim f(z) =L,

T—T0

se pudermos tornar os valores de f(z) arbitrariamente prézimos de L a medida que os valores

de x sao tomados suficientemente prorimos de .

Analisemos agora o seguinte caso particular.

f(x)_{ 2% —3 ,sex<l

r+1 ,sex>1

Observamos que f(z) esta definida em = = 1, e neste caso, f(1) = 2. Porém, vejamos na

Tabela 3.3, o comportamento de f(x) nas proximidades do ponto = = 1.

Aproximacao pela esquerda | Aproximacao pela direita
X f(x) X f(x)

0 -3 2 3

0.2 -2.6 1.8 2.8

0.4 -2.2 1.6 2.6

0.6 -1.8 1.4 2.4

0.9 -1.2 1.1 2.1

Tabela 3.3: Valores de f(x) quando z se aproxima de 1

Constata-se que quando = se aproxima de 1 pela esquerda, os valores de f(x) se apro-
ximam do valor —1, e que quando x se aproxima de 1 pela direita, os valores de f(x) se
aproximam do valor 2. Veja Figura 3.5.

Indicamos esta situacao simbolicamente por

lim f(z)=-1 e lim f(z) =2,

r—1— z—1t

onde o simbolo x — 17 significa que z esta se aproximando de 1 por valores tomados menores
que 1, e o simbolo x — 17 significa que z estd se aproximando de 1 por valores tomados
maiores que 1.

Nesse caso, como os valores da funcao f(x) se aproxima de dois valores distintos, quando
x se aproxima de 1 por diferentes lados, dizemos que o limite de f(z), quando x tende a 1,
nao existe.

De modo geral, isso nos leva ao seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 lim f(z) = L se, e somente se, lim f(z)=L e lim f(x)= L.
T—T0 Tz—=xy m—>za'



CAPITULO 3. INTRODUCAO AO CALCULO 16

o 2x-3x+1.9gb - o IEE
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
; S ENEIE
N IR © e
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagao o X
-~ Fungdo
2x—3 ::x<1 A
o fix) = s ¥
bt (x) { x+1 : caso contraro Yﬁ‘,
Ponto i
Segmento Yg'
Vetor v
<
7
Ye
o
g
YA_
< >

Entrada:
Figura 3.5: Fungao definida por partes

Para a construcao do grafico da Figura 3.6 e, posteriormente, para a construcao da
animacao sobre este gréfico, indicamos tomar, no Geogebra, a entrada da funcao f(z) da

seguinte forma: f(z) = Se [z < 1,2z — 3,z + 1]. Isto fard com que a fungao apareca no

programa da seguinte forma

f($):{ 20 —3 |, sex <1

r+1 , caso contrario

Depois, basta destacar os pontos extremos, como indicado na figura 3.6. Para a cons-
trucao da animacao, o procedimento utilizado serd feito da mesma forma indicada nos
exemplos anteriores, tomando o controle deslizante a, variando de 0 a 2, f(a) = Se [a <
1,2a —3,a+ 1], P = (a, f(a)), X = (a,0) e Y = (0, f(a)).

Vejamos mais alguns casos especiais do conceito de limite. Considere a fungao:
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Figura 3.6: Animagao do gréafico de fungao definida por partes

1
cujo dominio é dado por D =R — {1}, ja que 0 ¢ uma indeterminacao.
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Analisemos, primeiramente, o comportamento de f(z) nas proximidades do ponto xz = 1,

vide Tabela 3.4.

Observa-se que fazendo os valores de = se aproximarem de 1 pela esquerda, vemos que

os valores de f(x) decrescem rapidamente tendendo a valores infinitamente pequenos, aos

quais expressaremos este comportamento por

lim f(x) = —o0,

r—1~

em que o simbolo —oo, neste caso, indica apenas que f(z) estd tomando valores cada vez

menores a medida que x se aproxima de 1 pela esquerda. Do mesmo modo, fazendo os valores

de = se aproximarem de 1 pela direita, vemos que os valores de f(x) crescem rapidamente



CAPITULO 3. INTRODUCAO AO CALCULO

Aproximacao pela esquerda | Aproximagao pela direita
X f(x) X f(x)

0.2 -1.25 2 1

0.5 -2 1.5 2

0.75 -4 1.25 4

0.8 -5 1.2 5

0.9 -10 1.1 10

0.99 -100 1.01 100

1
Tabela 3.4: Valores de f(x) = o quando x se aproxima de 1.
x j—

para valores infinitamente grandes, aos quais também representamos por

lim f(z) = +o0,

z—1t

18

onde o simbolo +o0, neste caso, indica apenas que f(z) estd tomando valores cada vez maio-

res a medida que x se aproxima de 1 pela direita. O gréafico a seguir mostra o comportamento

da fungao f(x) nas proximidades de xz = 1.
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Figura 3.7: Gréafico de f(x) = T
x‘ J—

Neste caso, dizemos que o limite de f(x) quando z tende a 1 nao existe.

Por outro lado, fagamos sobre a mesma fungao f(z) = uma outra andlise, para
observarmos o comportamento da mesma quando os valores de x tendem a ser infinitamente
pequenos, e, analogamente, quando os valores de x tendem a ser infinitamente grandes,
conforme a Tabela 3.5.

Notemos que a medida que os valores de x se tornam cada vez menores, os valores de
f(z) se aproximam cada vez mais do valor 0, e quando os valores de x sdo tomados cada vez
maiores, vemos também que valores de f(z) também se aproximam de 0, conforme mostra

a Figura 3.8.
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Valores de x tendendo a —oo | Valores de x tendendo a +o0o
X f(x) X f(x)
-1 -0.5 2 1
-4 -0.2 5 0.25
-9 -0.1 11 0.1
-99 -0.01 101 0.01
-999 -0.001 1001 0.01
-9999 -0.0001 10001 0.0001

1
Tabela 3.5: Valores de f(x) = o quando = se aproxima de —oo (& esquerda) e de +o00
'T j—

(a direita)
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Figura 3.8: Grafico de f(z) =

Aqui, representamos estes dois comportamentos da seguinte forma:

lim f(x)=0 e lim f(x) =0,

T——00 T—+00

no qual os simbolos z — —oo indicam que os valores de x sao tomados suficientemente
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pequenos, e os simbolos z — 400 indicam que os valores de x sao tomados suficientemente
grandes.

A simulacao do comportamento dessa funcao, em todos os casos aqui apresentados, po-
dem ser ilustrados por meio de animacgao no Geogebra, utilizando o controle deslizante a,
variando por exemplo de —1000 a 1000, digitando as entradas f(a) = 1/(a—1), P = (a, f(a)),
X =(a,0)eY = (0, f(a)), e enfatizando o comportamento da fungao quando X se aproxima
de 1 pela esquerda e pela direita, e também quando X assume valores cada vez maiores e
cada vez menores.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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< >
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Figura 3.9: Animagao sobre o gréfico de f(z) = .
x j—

3.1.1 Propriedades operatérias dos limites

1. O limite da soma é a soma dos limites.

Sejam lim f(z) = Ly e lim g(z) = Ly. Tem-se que lim (f(x) + g(x)) = Ly + Lo.
r—To T—X0

T—TQ

2. O limite do produto é o produto dos limites.
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Sejam lim f(z) = L; e lim g(x) = Lo. Tem-se que lim (f(x) - g(z)) = Ly - Lo.

T—x0 T—x0 T—T0

3. O limite do quociente é o quociente dos limites.

L
Sejam lim f(z) = Ly e lim g(z) = Ly # 0. Tem-se que lim M =1
T—x0 T—x0 T—>x0 g(l’) LQ

Definigao 3.1.3 Uma fun¢ao f(z) é continua em um ponto xq se

lim f(z) = f(2o)
T—T0
E importante salientar que a definicao acima requer implicitamente que seja satisfeitas

trés propriedades para que a continuidade de f(x) seja satisfeita em zg:
1. f(xo) estd definido.

2. O limite de f(x) existe quando = tende a x.

3. lim f(z) = f(xo).

T—TQ

Se qualquer uma das propriedades acima nao for satisfeita, dizemos que f(z) é descontinua
em Ig.

Por exemplo, a fungao f(z) = 2x + 1 é continua em x = 0, pois hI% 2x +1 =1, porém,
T—r
2
- —1 1
as funcoes f(x) = e f(x) =
coes () = T e fla) = —
casos, f(1) nao estd definido nestas fungoes.

] nao sao continuas em x = 1, pois em ambos os

Vejamos agora dois importantes limites para o estudo do céalculo diferencial.

3.1.2 Limite Trigonométrico Fundamental

SeEn r

lim =1
z—0 x

O limite trigonométrico pode ser apresentado geometricamente, por meio do programa

sen x
Geogebra, observando o comportamento da fungao f(x) = nas proximidades do ponto
x

x = 0, como mostra a figura 3.10.
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sen r

Figura 3.10: Grafico de f(x) =

T

sen x o
nas proximidades x = 0 pode ser

A animagao do comportamento da fungao f(z) =
feita com a criagao de controle deslizante a no intervalo [—2, 2] e com as entradas X = (a,0),
Y = (0, f(a)) e P = (a, f(a)), conforme mostra a figura 3.11.
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Figura 3.11: Animagao do Gréfico de f(z) =

3.1.3 Limite Exponencial Fundamental

1\ 1\*
lim (1 + —) =e e lim (1 + —> =e
Tr—+00 €T T——00 €T

Nesses limites, o niimero irracional e = 2, 71828.... é denominado nimero de Euler (Leonhard
Euler/1707 - 1783), que é a base dos logaritmos naturais.
1
A figura 3.12 mostra o comportamento da fungao f(z) = (1 + —)*, com x tendendo a
T

+00 e a —0o. A veracidade de tais limites também pode ser ilustrada, através do Geoge-
X

bra, analisando o comportamento da fungao f(z) = ( 1+ — | , quando z assume valores
x

suficientemente grandes e pequenos, como mostra a figura 3.13.
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Figura 3.13: Animagao sobre o grafico de f(x) = (1 + —)
T

3.2 Derivadas

No cotidiano, a velocidade é associada ao quociente entre a distancia percorrida e o
tempo gasto para percorré-la. No entanto, em movimentos em que a velocidade é varidvel(o
movel pode estar acelerando ou freando), esse quociente terd valores diferentes para cada
intervalo de tempo escolhido. Por exemplo, se escolhermos dois intervalos de tempo iguais e
consecutivos num movimento acelerado, a partir do repouso, de um automével, a distancia
percorrida no segundo intervalo é, certamente maior que o dobro da distancia percorrida no
primeiro intervalo; mais precisamente, sera o triplo. Com isso, o velocimetro do automovel
estard acusando valores diferentes e crescentes a cada instante. E a velocidade instantanea.
Para caracterizé-la, podemos definir uma fungao S = f(t), em que S representa a distancia,
em quilometros, do automovel a um referencial escolhido sobre a trajetoria Sy e t, o tempo,

em horas, ap6s o inicio(instante de referéncia = ty) do movimento. A velocidade média do

instante ty até o um instante ¢ > ¢y é definida pelo quociente — que representa a taxa de

At
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variacao da posicao S em relacao ao tempo t, onde AS = S — Sy é a distancia percorrida

entre os dois instantes e At =t — ¢ é o tempo decorrido.

_AS
At

Um
A velocidade média de um movimento, num determinado intervalo de tempo, representa

cm km
o numero de unidades de distancia por unidade de tempo podendo ser medida em —, —,

s h
milhas m
, — etc. Sendo que essa ultima é a unidade do Sistema Internacional de Unidades

h
(ST).

A velocidade instantanea, ou simplesmente velocidade, serd o valor do limite da veloci-
dade média quando o intervalo de tempo tende a zero, isto é, a derivada do espago (dS(t))

em relacao ao tempo (dt).

Assim, para cada instante ¢t de um intervalo de tempo pré-fixado, encontramos o corres-

pondente valor da velocidade, ou seja, a velocidade é uma funcao do tempo:

v=f(t)

Essa definicao permite que, através da funcao que caracteriza o espago de um moével em
funcao do tempo, se possa fazer inferéncia sobre a variagao de velocidade.

Analogamente a velocidade média, define-se a aceleracao média num intervalo de tempo
pré-fixado como sendo o quociente entre a variacao da velocidade (Awv) e a variacao do
tempo(At).

7Av
At

am

O valor da aceleracao média num determinado de tempo indica o nimero de unidades de

cm km
. . L . s ,om. ]
velocidade por unidade de tempo. A aceleracao média pode ser medida em —— (—2), o
s s

km m

km - g s (m
(ﬁ), T €, Nno SI, ? (?) ete.

Como a velocidade instantanea, a aceleracao instantanea ou aceleracao, é o limite da
aceleragao média quando o intervalo de tempo tende a zero, isto é, a derivada da velocidade

(dv(t)) em relagao ao tempo (dt).
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Y
v(t

t) =

a(t) = —,

Entao, para cada instante t de um intervalo de tempo pré-fixado, encontramos o corres-

pondente valor da aceleracao, ou seja, a aceleragao é uma funcao do tempo:

a = f(0)

Essa definicao permite que, através da funcao que caracteriza a velocidade de um médvel em
funcao do tempo, possamos inferir sobre a aceleracao de seu movimento.
Assim, para estudar e definir essas grandezas fisicas, é necessario o entendimento do

conceito de derivada.

Genericamente, seja uma fungdo y = f(x), a < = < b, e seja xy € (a,b). Uma variacao
Ax =z — xy no valor de z acarreta uma variacao Ay = f(x) — f(xo) em y.

Para valores de Az relativamente pequenos, Ay também é relativamente pequeno e o

A

quociente s assume valores aproximadamente iguais. Isto motiva a seguinte defini¢ao.
T

Definicao 3.2.1 Dada uma funcao f e xo um ponto de seu dominio, definimos a derivada

de f no ponto xy como sendo o limite do quociente A—y, quando Az tende a zero, isto ¢€,
x

Ay f(x) — flxo)
/ — 1 _— = 1
f (l"()) Airg(] Ax zggglo xr — X
Se o limite de f mo ponto xy nao existir, entao temos que a derivada de f nao existe

nesse ponto.

3.2.1 Interpretacao Geométrica da derivada

Vejamos agora que a derivada de uma funcao f num ponto z, representa a inclinagao
(coeficiente angular) da reta tangente ao grafico de f no ponto Py(xg,4o), onde yo = f(xo).
No grafico de uma fungao f os pontos Py(zo, f(z0)) e P(x, f(z)), onde x = ¢ + Az,
sendo Ax uma pequena variacao de xy. Consideremos a reta secante ao grafico de f que

passa pelos pontos Fy e P, como ilustrado na figura 3.14.
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Figura 3.14: Interpretacao geométrica de f'(zo).

Temos que o coeficiente angular desta reta secante é dado por

I = () Jn+An) () Ay
T — Xo Ax Ax

Definindo um controle deslizante sobre z, e fazendo x se aproximar de xg, vemos que o
ponto P se aproxima do ponto Fp, fazendo assim com que a reta secante se aproxime da
reta tangente ao grafico de f no ponto Fy. Disso se conclui que o coeficiente angular da reta

tangente ao grafico de f no ponto Py, pode ser dado por

T = ()

T—x0 T — Z'O

= f'(wo)

Conclui-se que a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto P, é dada por

y — f(wo) = f/(xo) “(z — o)

Para mostrar o deslocamento da reta secante ao grafico de f(z), basta criar dois controles
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deslizantes, a e b, e os pontos A = (a, f(a)), e B = (b, f(b). A reta secante a curva é dada

por
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Figura 3.15: Deslocamento da reta secante

De maneira geral, dado qualquer x para o qual a derivada de f exista, podemos associar a
x o nimero f’'(z). Assim, podemos considerar f’(x) como uma fun¢ao, chamada de derivada
de f, e definida por

flo) =t T D)~ ()

Axz—0 Az

A determinacao da funcao derivada facilita a obtencao do valor da derivada de uma

funcao em cada ponto em que a mesma é definida e derivavel.

3.2.2 Propriedades Operatorias das Derivadas

Sejam f(z) e g(z), fungdes derivaveis no ponto z.
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1. A derivada da soma de duas funcoes.

(f (@) + g(x)) = f'(z) + g'(x)

2. A derivada da diferenca de duas fungoes.

(f(x) = g(x))" = f'(z) — ¢'(z)

3. A derivada do produto de duas fungoes.

(f(x) - g(x)) = f'(z)g(x) + f(x)g'(x)

4. Derivada do quociente de duas funcoes.

(f(fv))' _ ['(@)g(x) = f(2)g'(x)
g(x) (9(x))?

com g(z) # 0

Vejamos alguns exemplos.

3.2.3 Funcao constante

Seja f(x) = ¢, onde ¢ é uma constante real. Por definicao,

fla) = lim LEEBD) = @) o e=c

=0
Az—0 Aaﬁ Az—0 AQL’

Portanto, f'(x) = 0.

3.2.4 Funcao Poténcia

Seja f(x) = a™. Considere t = x+ Az. Observe que quando Az — 0 entao t — x. Assim,
derivando f, temos

oy L o
P =™~ T
BT (e I e e A i A A A
k= t—x

— ECn—l + {L‘n_QZL' + ZL‘n_ngQ et {L‘2l’n_3 + l‘fL’n_Q + :L‘n—l — nxn—l'

J/

Vv
n parcelas

Portanto, f'(z) = nz" .
Devido a esta demostracao ser técnica para o Ensino Basico, sugerimos que a mesma
seja feita em casos particulares, por exemplo, n = 1,2,3, e em seguida apresentar sua

generalizacao.
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Uma outra maneira de abordar o conceito de derivada na Educacao Basica é através
demostragoes graficas no Geogebra. Por exemplo, mostremos que a derivada de f(z) = z?
é f'(r) = 2z, utilizando animagao no Geogebra como ilustrado na Figura 3.16. Utilizando
controles deslizantes a e b, variando, por exemplo, no intervalo [—5, 5] e definindo os pontos
A = (a,a*) e B = (b,b*) do gréfico de f, a reta que passa por A e B e a reta tangente a
f(z) no ponto A, dada por y = 2az — a*.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
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q
2
a=0.05
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W a = o iz 3§ & 5 »
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Figura 3.16: Funcio f(z) = z? e sua derivada f'(z) = 2z

3.2.5 Funcgao Polinomial
Seja f(x) = apx™ +a,_ 12" + ...+ a2 + a1 + ap, onde cada a; é um nimero real. Segue
do exemplo anterior e das operacoes de derivacao que

f(2) = naz™  + (n — Dap_12™ % + ... + 2092 + a4

Novamente, sugere-se a verificacao desta propriedade através de exemplos, como dada a
fungao f(x) = 42® + 32% — 4z, usando as propriedades da soma e da poténcia, temos que a
funcio derivada ¢ dada por f'(x) = 1222 + 62 — 4.
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3.2.6 Funcao Trigonométrica

Considere a fungao trigonométrica f(z) = sen z. Temos, por defini¢do, que sua derivada é

dada da seguinte maneira:

sen(z + Ax) — sen x

f'(z) = lim

Az—0 Az

Como sen(x + Ax) = sen x - cos(Ax) + sen(Ax) - cos z, temos

sen x - cos(Ax) + sen(Ax) - cos x — sen x
Az—0 Ax

sen x(cos(Az) — 1) + sen(Ax) - cos x
Az—0 Ax

sen z(cos(Az) — 1) - (cos(Az) + 1) sen(Azx) - cos x

") = 1 li

f(z) Arso Ax.(cos(Ax) + 1) T A% Ax
—sen x - sen®(Aw) sen(Azx) - cos x

) = i I
fz) Arso Az - (cos(Az) + 1) A, Ax

N Coosen(Az) sen(Ax) . sen(Az)
fla) == fim sen @ fim I s A +1 T A T Ay A8 e

A A
Como lim sen(Az) = 1 (limite trigonométrico fundamental) e lim _sen(Az) =0
Ar—0 Az Az—0 cos(Ax) + 1
segue que

f'(x) = cosz

Graficamente, isso pode ser verificado como na Figura 3.17 que mostra como o grafico
N sen(x + Ax) — sen x
da fungao f'(x) = ( )

. Az
que Az se aproxima de zero.

se aproxima do grafico de g(z) = cos z, a medida

A simulagao pode ser feita com o auxilio do Geogebra, utilizando o controle deslizante
sen(z + Az) — sen x

Ax
se aproxima do grafico de f'(z) = cos x, quando Ax se aproxima de 0, como mostra a Figura

para os valores de Az, verificando-se assim, como o gréfico de f'(x) =

3.18, mostrando que a derivada de f(x) = sen x é g(z) = f'(x) = cos x .
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Figura 3.17: Fungao f'(x) = Ao

e f'(x) = cos x

Analogamente, podemos mostrar que a derivada de f(z) = cos z é f'(z) = —sen x. A

simulagao também pode ser feita com o auxilio do Geogebra, utilizando o controle deslizante

. . i cos(x + Ax) — cos ©
para os valores de Ax, verificando-se assim, como o grafico de f'(x) = ( )

se aproxima do grafico de g(z) = f'(x) = —sen x, quando Az se aproxima de 0, como mostra

a Figura 3.19, mostrando que a derivada de f(x) = cos z é f'(x) = —sen x .
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Figura 3.18: Funcao f'(z) =

3.2.7 Derivagao da Funcao Composta

Considere uma func¢ao composta y = f(g(x)). Mostremos que (f(g(x))) = f'(g9(x))-¢'(z).
Sejay = f(g(z)), onde f e g sdo fungoes derivdaveis. Chame de u = g(x), entao y = f(u).
Assim, chamando de Au = g(x + Az) — g(x), e como g é derivavel, temos
g(x + Azx) — g(x) Au

/ . — i I
g(z) = lim Ar = fim —

Agora, chamando de Af = f(u+ Au) — f(u), e como f é derivéavel, temos

vy flutAu) = flu) L Af
Fu) = Jim Au = Jim <
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Observe que se f(g(x)) é derivavel, entao
b flgle+Ax)) — fg(x) . Af
(Flg(@)) = lim, Az = A A
A Af A
Mas —f = —f.—u, e da a continuidade de g, temos Az — 0 = Awu — 0. Logo,
Az Au Az
Af Af Au
/ _ : =) _ 1 = .1 —
Hlopy = fim 2= i A A
Aes0=Au—0 .. Af . Au
= lim lim

Au—0 A_’u . Az—0 A_LL'
= f(w)-g'(z)
Como u = g(l‘), segue que

(flg(x))) = f(9(x)) - ¢ (z).

Como esta demostracao é muito técnica, sugere-se que seja trabalhado com os alunos do
Ensino Bésico a identificagao da fungao composta y = f(g(z)), como u = g(z) e y = f(u),

e assim usar a notacao de Leibniz para derivadas,
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dy , , , dy du dy dy du
5. = @) = fg(2) - g'(2) =~ — = - =

Vejamos um exemplo. Considere a fun¢ao y = sen(2z). Chamando de u = 2z, temos
que y = sen u. Assim,

d dy d
y = % = ﬁ : ﬁ = (sen u) - (2x) = cos u - 2 = 2cos(2x)

Outro exemplo, que sera estudado na secao sobre Movimento Harmonico Simples, em
que a elongagao x varia com o tempo ¢ de acordo com a fungao x = A - cos(y + wt), na qual
A é a amplitude, ¢( é a fase inicial e w é a pulsagao. A velocidade desse movimento é dada

pela funcao derivada da elongacao
v=2a(t) 1

Como ¢ = ¢y + wt, temos que x = Acos p, e assim

v=a/(t) = Alcosp) = A- (—sen ) - (o)
=—A-sen ¢ - (po+ wt)

=—A-seny-w

Isto é,

v=—w-A-sen(py+ wt)

3.2.8 Crescimento e decrescimento das Funcoes

Considere uma funcdo f(z) definida num intervalo I. A fun¢do f(x) é crescente num
subconjunto A de I, se para quaisquer dois pontos x; e xo de A, tais que xr; < z,, tem-se
que f(x1) < f(xz). Por outro lado, a funcao é dita decrescente em A se para quaisquer

dois pontos x; e xo de A, tais que z1 < g, tem-se que f(z1) > f(x2). Em notagdes gerais,

Vxy, a9 € Ase xy; < x9= f(x1) < f(x2) = f(x) é crescente.
V21,29 € Ase x1 < x9= f(x1) > f(z2) = f(x) é decrescente.

Isso significa que aumentando o valor de z, se o correspondente valor de f(z) também
aumentar, a fungao sera crescente, e se ao aumentar o valor de x, o correspondente valor de
f(x) diminuir, a fungao sera decrescente.

Se a funcao f(z) for derivavel no intervalo, essas informagoes podem ser obtidas através
de sua derivada, pois o valor que a fun¢ao derivada assume num ponto, é o coeficiente angular
da reta tangente ao gréfico de f(z) no referido ponto. Assim, se a derivada é positiva, a

funcao sera crescente e, se for negativa, a funcao sera decrescente.
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A Figura 3.20 mostra as retas tangentes & parabola f(x) = —? + 4 nos pontos Q =
(—1,3) e P = (1,3), cujos coeficientes angulares (derivadas de f(z)) sdo positivo e negativo,
respectivamente. De fato, como f'(z) = —2z, tem-se f'(—1) = 2 ef’(1) = —2, a fungao é

crescente em @ (f'(z) > 0) e decrescente em P (f'(x) < 0).

Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al I3 Bl @&v\v |[a=2]|

Z... sl I./.:{Eé..‘/rf“.l. b.‘{fﬁ..®" I_ M [ . I. = .Ef..ABCV I. +‘IEZ..‘_:HV
b Janelade Aigebra & [X] | b Janela de Visualizagio 4|
- Fungdo "-.g X
@ f(x) = —x"+4 6]
------ ® g(x) = —2x+5
------ ® h(x) =2x+5 o

Ponto
...... @ P=(1,3) ‘
...... [ ) Q=(1,3)

Entrada:|

Figura 3.20: Crescimento e decrescimento das fungoes

3.2.9 Maximos e Minimos

Definigao 3.2.2 Considere uma funcdio f(x) definida num intervalo I. Denomina-se vizi-
nhanga de um ponto xq, o intervalo V =|zg — €, ¢ + €[, onde € € um nimero real positivo.
Se para todo xy € V temos que f(x) < f(xg), diz-se que xo € um ponto de maximo
local de f, e f(xy) € maximo local de f(x).
Se para todo xy € V temos que f(x) = f(x), diz-se que xy é um ponto de minimo

local de f, e f(xy) € minimo local de f(x).
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Como essas defini¢oes referem-se as vizinhancas de um ponto, pode-se ter um maximo
local num ponto x; menor que um minimo local em outro ponto xs.
A Figura 3.21 mostra o grafico de uma fung¢ao onde o ponto minimo local A é maior que

o maximo local B.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

|

=

b Janela de Algebra

b Janela de Visualizagio Xl
- Funcio
el f(x) = x" 4+ 0.2 — %" —0.26 x" +0.25x
Ponto 15

A=(0.72,0.11)
@ B={(1.38,-0.15)

0.5

-0.5

=25

£ >

e

Entrada:| &

Figura 3.21: Maximo e minimo locais

Por outro lado, tomando o maior valor de f(z) em todo o seu dominio, e ndo apenas
nas vizinhancas de um determinado ponto, tem-se o0 maximo absoluto ou simplesmente
maximo de f. Ao menor valor assumido por f(z) em todo o dominio, chamamos de minimo
absoluto ou simplesmente minimo.

Como agora essas definigoes se referem a todo o dominio, deve-se considerar dominios
como intervalos do tipo [a,b] e os do tipo [a, 00|, | — 00, a] ou | — oo, 0.

No primeiro caso, determina-se o maior dos maximos locais no intervalo e o compara
com os valores de f(a) e f(b), obtendo-se 0 maximo absoluto no dominio. Comparando-se
o menor dos minimos locais do intervalo com f(a) e f(b), obtém-se o minimo absoluto no

dominio.
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Nos demais casos, os pontos de maximo e minimo absolutos podem existir ou nao. Por
exemplo, para a funcio f(r) = z* — z? + 1, tem-se um mdximo absoluto no intervalo
[—0.71,0.71], mas no intervalo | — 0o, 00[, ndo ha ponto de maximo, conforme mostra o

grafico da figura 3.22.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.A._ ./';.3. j‘r‘_ .l b.".i ®7 @Vi év XV ABCVi a—iz".i ‘%'
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Funcio

|

A=(0.71,0.75)
B={0.71,0.75)
M={0,1)

K, =(071,0)
Xy =(-0.71,0)

Segmento
a=075
h=0.75

2 tn 'ERE] 2 3 a

< >

Entrada: . . v. i

Figura 3.22: M ¢ ponto de maximo no intervalo [Xp, X 4], mas ndo no intervalo | — oo, 0]

Observacao 3.2.3 Se uma funcgao € derivdvel nos pontos de mdximo e minimo, locais ou
absolutos, o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico da funcdo serd nulo, pois a reta €
paralela ao eixo OX. Conforme visto, esse coeficiente angular € o valor que a fung¢do derivada

assume no ponto.

Assim para determinar os pontos de maximos e minimos (pontos criticos), basta verifi-
car os pontos onde a fungao derivada primeira se anula (f’(x) = 0). No entanto, ha fungdes,
como por exemplo f(x) = z*, cuja derivada é f’(z) = 32% e se anula em x = 0, mas nao
admite ponto de maximo ou minimo nesse ponto, pois ela é crescente no intervalo | — oo,

oo[, ou seja, a esquerda e a direita do referido ponto, conforme mostra a figura 3.23. Esse

ponto critico é denominado ponto de inflexao.
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Arquivo Editar  Exibir Dp;‘ﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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x Funcao
-l f(x) = x° 5
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3
2 P

<« |

Entrada:

Figura 3.23: Funcgao f(x) = 23

Nesses casos, se a fun¢ao admitir derivada de segunda ordem (derivada da funcao derivada
(f"(z) = (f'(z))"), essa segunda derivada representa a inclinacio do gréfico da funcao de-
rivada primeira. Assim se para pontos a esquerda e a direita do ponto critico, os valores
da primeira derivada passam de positivos para negativos, respectivamente, esse representa
um maximo e derivada segunda é negativa na vizinhancga do ponto. Se passam de negativos
para positivos, temos um minimo e a derivada segunda é positiva na vizinhanca do ponto,
se o sinal nao se altera, temos o ponto de inflexdo e a derivada segunda muda de sinal na

vizinhanga do ponto.

Entao, para um ponto x na vizinhanga do ponto critico xy da fungao f(x), derivavel nesse

ponto:

f'(z) < 0 para < zo, f'(xg) =0¢ f'(x) >0parax >y = f'(x) >0¢ f'(x) ¢

crescente e f(z) assume um minimo local.

f'(z) > 0 para < zg, f'(xg) =0e f'(x) < 0parax >zy = f'(x) <0e f'(z)é
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decrescente e f(z) assume um maximo local, conforme a figura 3.24.

Arquivo  Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DEEENoERENZEE
[ E

|8 v

» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
~ Funcdo

3

Entrada: |

3

Figura 3.24: Fungao f(z) = 2° — x . Maximo e Minimo Local

Lembrando que o que foi dito se refere a uma funcao derivavel, pois ha fungoes como
f(z) = |z|, Figura 3.25, cujo grafico é anguloso em = = 0, passando de decrescente para
crescente (ponto minimo), mas nao é derivdavel por nao admitir uma tnica reta tangente

nesse ponto, condicao de derivabilidade.
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Figura 3.25: Funcao f(z) = |z|

No programa Geogebra, pode-se obter maximo e minimo de uma fung¢ao num intervalo

determinado, com a entrada ”maéaximo, funcao, limite inferior e limite superior do intervalo”.

3.3 Integral

Nesta parte serao introduzidas as defini¢coes de Integral Indefinida e Integral Definida.
Para tanto, sejam as fungoes Fi(z) = 2z°, Fy(z) = 22° — 1, F3(x) = 223 + 2 e Fy(z) =
203 + seng. Como a derivada da fungao F(x) = ¢ é nula, segue que Fj, F», F3 e Fj
apresentam a mesma derivada F/(z) = f(z) = 6z, com i = 1,2,3 e 4.

A Figura 3.26, comprova como a constante ¢ translada F; ao longo do eixo OY e como
todas tém a mesma derivada, que representa a inclinagao da reta tangente em cada ponto do

grafico de Fj, todas essas retas tém o mesmo coeficiente angular, sendo portanto, paralelas.
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Assim, qualquer fungao da forma F(x) = 22% + ¢, em que ¢ é uma constante, apresenta a

mesma derivada f(z) = 6z.
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Figura 3.26: Integral indefinida

Com o Geogebra, é possivel simular, com auxilio de controle deslizante, como a variagao

da constante ¢ nao altera a inclinagao da reta tangente e consequentemente, da derivada,

conforme mostra a Figura 3.27.
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 3.27: Animacao da Integral Indefinida

3.3.1 Integral Definida e Integral Indefinida

A Integral Indefinida da fungao f(z) é uma fungao F(z) que tem como derivada a fungao
f(z), podendo ser entao representada por qualquer fungao da forma F'(z)+-¢, com ¢ constante.

Em simbolos:
/f(ac)dac =F(x)+c¢

Exemplos:
5

a) /5x4da: = 5/:54 +c= 5% + ¢ = 2° + ¢, pois a funcdo F(z) = 2° + ¢ tem como
derivada a fungao F'(x) = 5z*.

b) [ cosxdx = sen x+c, pois a fungdo F'(x) = sen x+c tem como derivada F'(x) = cosz.
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c) /2$en T - cos xdr = sen’x + ¢, pois a funcao F(r) = sen® + ¢ tem como derivada a
fungao F'(x) = 2sen x - cos x

Sendo a fungdo f(z) continua num intervalo [a,b], a variacio da Integral Indefinida
independe da constante ¢ e é denominada Integral Definida de f(z) no referido intervalo e é
um nimero que representa a area do gréfico de f(x) com o eixo OX.

Em simbolos:

/ f(x)dz = F(b) — F(a)

1
Exemplo: As Figuras 3.28 e 3.29 a seguir mostram a Integral Definida da funcao f(z) = —
x

no intervalo [1,2]. A ideia é que a drea sob o gréfico pode ser calculada como a soma de dreas
de retangulos. Quanto maior o numero de retangulos, mais a area calculada se aproxima do
valor real, j& que com esse procedimento, sempre falta (figura 3.28) ou excesso (figura 3.29)

uma parte sob e sobre a curva, respectivamente.

1 15 2 1 15 2
a=0.862 a=065

1 15 2 1 1.8 2
a=087 a=068

2
1

Figura 3.28: / —dx por falta
LT
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: M

a=0.M

a=078 a=075

2
1

Figura 3.29: / —dx por excesso
1 T

Na Cinematica, essa propriedade pode ser utilizada para o calculo do espaco percorrido
e da variacao de velocidade através das areas dos graficos da velocidade e da aceleracao em

funcao do tempo, respectivamente.

3.3.2 Propriedades da Integral

Sejam f e g duas fung¢des continuas num certo intervalo e que apresentam integrais inde-

finidas. Tem-se que:
1. A integral da soma é a soma das integrais.
[ 8@+ g@ldz = [ o+ [ o+
onde ¢ é constante, e é a soma das constantes das integrais de f(x) e g(x).

Exemplo:

4 .3 2
/(x3+x2+x—4)dx:/2x3dx+/4x2dm+/xdx+/(—4)dx:x——l—%-i—x——

dr + ¢
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2. A integral de uma constante multiplicada por uma funcao é igual a constante multi-

plicada pela integral da funcao.

/K'f(x)dx:K/f(x)da:—i-c

Exemplo:
25
/2x4dx:2/x4dx:2€+c

3. Substituicao em integrais indefinidas.

Consiste em introduzir uma nova variavel u, com o objetivo de transformar / f(x)dx

numa integral mais simples, do tipo / g(u)du, conforme o exemplo.

/ (z* 4+ 1)%zdzx

Fazendo u = 22 4 1, tem-se du = 2xdx e ju = xdx.

d 1 1 4 2 4 1)4
[@ear= [@ %= a2 o= o D



Capitulo 4
Aplicacao a Fisica

Neste capitulo faremos uso dos conceitos do calculo no estudo de alguns fenomenos fisicos.
As referéncias utilizadas sdo Yamamoto(2013)e Halliday(2005).

4.1 Movimento Uniforme (MU)

4.1.1 Caracteristicas

O movimento de um objeto qualquer ¢ dito uniforme quando a velocidade escalar é cons-
tante e nao nula(v = cte # 0). Como consequéncia, as distancias percorridas em intervalos
de tempo iguais e sucessivos sao iguais.

Como nao ocorre acontece variagao da velocidade escalar, a aceleracao escalar é nula(a =
cte = 0).

Quando o movimento se desenvolve sobre uma trajetoria reta, o movimento é denominado
Movimento Retilineo Uniforme(MRU).

Observagoes:

1) ao definir o Movimento Uniforme, a utilizacao do termo escalar nas grandezas fisicas
velocidade e aceleracao é importante porque:

a) nos movimentos curvilineos o vetor velovidade varia em direcao;

b) a aceleragao vetorial ndao é nula, apresentando o componente normal (centripeta) que
¢é o responsavel pela variacao da direcao do vetor velocidade.

2) No dia a dia, pode-se encontrar movimentos uniformes, como o movimento dos pontei-
ros de um relégio, mas dificilmente movimentos retilineos e uniformes podem ser admitidos

ou encontrados.



CAPITULO 4. APLICACAO A FISICA 50

4.1.2 Funcao Horaria

Seja o deslocamento de um movel com velocidade escalar constante v sobre uma determinada
trajetoria, observado a partir do instante to = 0, no qual a posigao ocupada é S(0) = Sp. A
posicao num instante posterior ¢ > 0 serd S(t) = S e pode ser obtida através da defini¢ao

da velocidade instantanea v(t).

Integrando ambos os membros da equagao em relagao ao tempo, no intervalo|0, t], segue:

t t
/ v(t).dt = / %(t).dt, onde v(t) =cte = v
0 o at

v/ot dt = dS(t)]},
vty = dS(t)[}
vt —v.0 = S(t) — S(0), com S(t) = S e S(0) = S,
vt=.S5-—25

S:S()—Fv.t

Esta fungao é denominada fungao horaria do espago do Movimento Uniforme.

4.1.3 Representacao Grafica

a) Gréfico S = f(t)

Como a funcao horaria do movimento uniforme, S = Sy + v.t é do primeiro grau, seu
dS(t)

grafico é uma reta inclinada, cuja inclinacao é a velocidade, ja que v = o
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Figura 4.1: Fungao S(t) = Sy + v.t

A simulagao de que a velocidade representa a inclinagao do grafico, pode ser feita com o
Geogebra, utilizando controles deslizantes para a velocidade e a posicao inicial, no intervalo
[—5,5], por exemplo, mostrando movimentos progressivos(v > 0) (gréfico inclinado para
cima) e retrégrados(v < 0) (grafico inclinado para baixo) como mostrado na Figura 4.2. J4
com a alteragao na posicao inicial podemos observar a translagao do grafico ao longo do eixo

das posigoes.
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Figura 4.2: Animacao da Funcao S(t) = Sy + v.t

b) Grafico v = f(t)

A Figura 4.3 mostra a velocidade escalar do movimento uniforme de um mével, em

dv(t) 0), 4
=U))

dt
que a velocidade é constante. A drea do grafico com o eixo dos tempos representa o espaco

fungao do tempo. Uma reta paralela ao eixo do tempo ( inclinagao = a =

percorrido, que ¢é a integral temporal definida da velocidade.
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Figura 4.3: v(t) = %f) = cte

c) Grafico a = f(t)
No movimento uniforme a aceleracao escalar é nula, portanto, o grafico é uma reta sobre

o eixo dos tempos, conforme a Figura 4.4.
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Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A 1 vd \ P s
Ei = Y._//‘f: e ®Y._®‘~Z:: ]| L2 o] sl
b Janela de Algebr:| b Janela de Visualizagio
- Segmento
) a=2
2]
14
0 T
0 4 2 3 4 5 8 4
14
2]
3
Entrada::: 3 c1]
dv(t)
Figura 4.4: Funcao a = cte = 7 0

Com o Geogebra, podemos instigar os alunos a inferir sobre um problema cléssico da
Cinematica, que é o do encontro de moveis, no qual, a partir das posicoes iniciais e das
velocidades constantes de dois mdveis sobre uma mesma trajetoria, pode-se determinar o
instante e a posicao de encontro dos mesmos. E ainda, os movimentos podem ser no mesmo
sentido ou em sentidos contrarios, bastando que nesse ultimo, adotemos as velocidades com
sinais contrarios. A Figura 4.5 mostra as posicoes iniciais de uma moto e um carro sobre uma
trajetoria, com posicoes medidas em metro e suas velocidades de 3 UL @, respectivamente.
O controle deslizante ¢ indica o tempo decorrido. A moto alcan(;aso carrso no instante t = 3

s, na posicao X =9 m.
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Figura 4.5: Encontro de dois moveis

95

Posteriormente, o encontro pode ser determinado algebricamente através das fungoes que

caracterizam os movimentos que, nesse exemplo, sao: da moto, X, = 0+ 3t e do carro,

Xo = 3+ 2t. Como no encontro, X, = X, pode-se obter facilmente que o encontro

acontece no instante t = 3 s e na posicao X =9 m.

4.2 Movimento Uniformemente Variado (MUYV)

4.2.1 Caracteristicas

O Movimento Uniformemente Variado tem como principal caracteristica, o fato da ace-

leragao escalar ser constante e nao nula(a = cte # 0) e, como consequéncia, a velocidade

escalar sofre variagoes uniformes, dai o termo ”uniformemente variado”.

Em intervalos de

tempo iguais e sucessivos, o movel que desloca com MUV percorre distancias cada vez mai-

ores ou menores, dependendo do movimento ser acelerado ou retardado, respectivamente.
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Como hé variacao de velocidade e de posicoes, uma tnica fungao nao é suficiente para ca-

racterizar esse movimento.

4.2.2 Funcoes horarias da velocidade e da posicao

A aceleracao de um movimento mede a taxa de variacao da velocidade no tempo sendo,
portanto, a derivada da velocidade em relagao ao tempo. Analogamente, a velocidade mede
a taxa de variagao da posicao no tempo ou ¢é a derivada da posi¢ao em relagao ao tempo.
No MUYV a aceleracao é constante (por defini¢ao) e a velocidade cresce linearmente com o
tempo, como serd mostrado a seguir.

Considere o deslocamento de um mével com aceleragao escalar constante a sobre uma
determinada trajetéria, observado a partir do instante ¢y = 0, no qual a velocidade é v(0) = vy
e a posi¢ao é S(0) = Sp. A velocidade e a posi¢ao num instante posterior ¢t > 0 serdo v(t) = v
e S(t) = S, respectivamente, e podem serem obtidas através da definicio da aceleracao

instantanea a(t)e da velocidade instantanea v(t).

Integrando ambos os membros da equagao em relagao ao tempo, no intervalo|0, t], segue:

/ a(t).dt = / ol ).dt, em que a(t) = cte = a

t
a/ dt = dv(t)],
0
atly = dv(t)lg
at —a.0 =v(t) —v(0), comv(t) =vewv()=0
a.l=v— 1y
Finalmente,
v =1+ a.l I

Essa expressao é denominada funcao horaria da velocidade do Movimeto Uniformemente

Variado.

Integrando ambos dessa equagao em relacao ao tempo, no intervalo [0, ¢], tem-se:

¢ t
/ v.dt = / (vo + a.t).dt,
0 0
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como v.dt = dS e Vj e a sao ctes, vem:

t t
dS\Ez/ Uo.dt—l—/ a.t.dt
0 0
t t
S(t)—S(O):vo/ dt+a/ t.dt
0 0
2

t
S — S() = Uo.t|6 + a;\é

12
SZSQ+U0.t+aT I

Esta é a funcao horaria da posicao do Movimento Uniformemente Variado.
Isolando o tempo na equacao I e substituindo em II, obtém-se a Equacao de Torricelli,

que relaciona diretamente a velocidade instantanea com a posigao.

v? =0} +2.a.AS
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4.2.3 Representacao grafica
a) Grafico S = f(t)

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[ [T r Ll e
A . I)_ 'div | ===
IM el 37| /./.’v;!"/\’;ﬁ', 37 ®\*«'J @v v 2
p Janela de Algebra X |» Janeiade‘.'lsuahmg:ao
- Funcao
@ f(x) =x*—4x43, (x=0)
-~ Ponto 5]
L@ 5,-(0,3)
fo & V=(2,1)
: Segmento 4
H . a=1
%3
\ 4
2
1
. 0
=
-1
\f'
24
Entrada: =| =
. ~ at?
Figura 4.6: Funcao S = sg + vot + >

Pela andlise do grafico, pode-se inferir que a posicao inicial é Sy = 3m, que ocorre inversao do

sentido do movimento em ¢t = 2s e portanto, a velocidade nesse instante é nula ( inclinacao

ds(t)

=0 = T 0. No intervalo de 0 a 2s, o movimento é retrégrado ( inclinagdo = v =
dS(t dS(t
7) 0) e retardado e apds 2s, o movimento é progressivo ( inclinagao = v = # > 0)

e acelerado.
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b) Gréfico v = f(t)

Arquivo  Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A } MiFe) ,C{‘VNV asc | =2/ [ &
Q.t«'.t}'/./.:" v'b.vG}c"@v L t'«'+v‘_$
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio g X
- Funcao
L@ V) =05+15t (0<t<2)
Paonto H
L@ V,=(0,05)
2]
14
Yo
a
1 o 1 2 bl |
14
=
3]
]
< >
Entrada;| i @
-
dS(t
Figura 4.7: Fungao V = f(t) = Vo + at = %
, o . . dv(t) ]
Nesse graﬁco, a 1nchnagao representa a aceleragao, PoO1s a = —— € a area representa (6]
dt

espaco percorrido, ja que é a integral temporal definida da velocidade.
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c) Gréfico a = f(t) No MUV, como a aceleragao escalar é constante, seu grafico é uma
reta paralela ao eixo OX. A drea do gréafico com o eixo dos tempos representa a variacao da

velocidade, pois é a integral temporal definida da aceleracao.

Arguivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A i 1 i a 2
/A»b- Qlol<lNk=d=0 2] 5
» Janela de Algebra X D Janetade\'lsuahmgao )
- Fungio & 4
@ f(x) =08, (0<x<2)
-~ Ponto
-4 a=(0,0.8) 5 4
a4
3
b |
2
14
a4
: a
4 3 -2 1 0 1 2
14
2
€ >
Entrada:f %l €}
du(t)
Figura 4.8: Funcao a = cte = 7

4.2.4 Movimentos verticais no vacuo

Um caso particular de movimento uniformemente variado é o movimento vertical de projéteis
préximo & superficie da Terra, estudado e descrito por Galileu Galilei (1564-1642). Conside-
rando pequenas altitudes, a aceleragao da gravidade (a = g) pode ser considerada constante
e, se a resisténcia do ar puder ser desprezada, o movimento é uniformemente variado e é
denominado queda livre. Nesse movimento, se uma particula for abandonada (vy = 0) de
uma altura h (Sp =0 e S = h), em relagao ao solo, o tempo de queda é dado por:

2

€t
S:S()Jrvo.1t+a7

12
h:0+0¢+%f
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2.h = g.t2
M — 2

g
2.h
t=4/—
g

Outra caracteristica desse movimento de queda livre é que tomando intervalos de tempo

iguais e sucessivos (t) tem-se as distancias percorridas até os instantes ¢, 2t, 3t, ..., iguais a:

S = g até o instante ¢

2
A2 4g.42
Sy = g = até o instante 2¢
2 2
92 9g.t?
Sy = g = até o instante 3¢
2 2
C oA . , g.t?
A distancia percorrida de 0 a t é S7 — 50:7;
3g.t2
deta2té Sy, —5 = 92 :
5g.t
de 2t a 3t é g

Assim, as distancias percorridas em intervalos iguais e sucessivos para os corpos em queda
livre sao AS no primeiro intervalo, 3AS no segundo, 5AS no terceiro etc.

A seguir estd representado graficamente (S = f(t) (figura 4.9), V = f(¢) (figura 4.10) e
a = f(t) (Figura4.11)) o movimento de um projétil langado verticalmente para cima, a partir

. .. m C A
do solo, com velocidade inicial de 10— num local onde a resisténcia do ar pode ser desprezada
s

- . . . m .
e a aceleragao da gravidade considerada constante e igual a 10— . Nesse movimento, a altura
s
maxima atingida em relagao ao solo é 5m, no instante ¢t = 1s. Arbitrariamente, a trajetéria

foi orientada para cima, a partir do solo.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...

|

7| & 7|

-

e

2 L

@v &v xv ABC

ERs

» Janela de Algebra

b Janela de Visualizagdo

X

- Fungio

@ S(t) =10t —5¢,
Ponto

@ A=(1,0)

@ B=(0,5)

-] P=(1,5)
Segmento

(0<t<2)

Figura 4.9: Fungao S = f(t)
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Na subida, o movimento é progressivo (v = inclinacao > 0 ) e retardado e na descida,
retrégrado (v = inclinagdo < 0) e retardado.
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Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...

[:]

Al

P©

@ éﬁ_v&nag g:g.‘%]g

FPonto

<

>

201

P o - - 37 W
» Janela de Algebra [ | b Janela de Visualizacio B4
- Fungio

@ V() =10—-10t (0<t<2)

204

T T T T
o Y 4 -] g

Entrada: ¥ i =

Figura 4.10: Funcao V = V; + gt
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Como a trajetéria é orientada para cima, a velocidade é positiva (movimento progressivo)

de 0 a 1 s, enquanto sobe e negativa a partir de 1 s (movimento retrégrado) na descida, até

finalizar o movimento em ¢ = 2s, quando atinge novamente o solo.
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Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- - : : —— - — = =
AlLARBOION 20N eecl=l 57

M ® . /v v ) ¥ 5 LS L5 ) ._'Hv| *

p Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagédo =

- Fungio 20

------ @ g(t)=10. (0<t=<2)

15 4
10 44—
5 q
0 T
5 o 5 10 15
5
104
Entrada: i @

Figura 4.11: Funcao g = cte = 1Oﬂ2
s

O médulo da aceleracao permanece constante e igual a da gravidade, sendo que operacio-

nalmente deve-se adotar o sinal negativo, ja que a trajetéria foi orientada para cima.
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Pode-se ilustrar os movimentos Uniforme e Uniformemente Variado utilizando o Geoge-
bra, como na figura 4.12, para a simulacao do Lancamento de uma bomba de um aviao, com
velocidade constante em voo horizontal, situacao em que a influéncia do ar sobre o movi-
mento da bomba pode ser desprezada. Esse movimento é a composicao de um movimento
horizontal uniforme e um vertical uniformemente variado, sob a acao da gravidade. Pode-se
observar que a projecao do aviao sobre o solo segue em MU com a mesma velocidade do
aviao, de modo que, quando a bomba atinge o alvo, o aviao estd exatamente acima, na
vertical que passa pelo alvo. Os comandos necessérios sao, a criacao do controle deslizante
a variando no intervalo [0, 10], por exemplo, os pontos Avido (a,5), Bomba (a,5 — 0.24%) e
Projecao (a,0). Esses pontos sdo inseridos com uma letra maitscula qualquer e depois, na

opcao renomear, alterar para aviao, bomba e projecao, respectivamente.
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Arquivo  Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

GlAAR B Clo)<l]

|
» Janela de Algebra [« | » Janela de Visualizagio
- Funcdo
i@ fla) =5—-02a% (0<a<5) 71

Nimero
. a=25 .

ABC
v

Avido = (2.5, 5) =
Bomba=(25,375 |- o D
@ Projecio=(2.5,0) ¢ :

Reta

{Bomba

i iProjegéo Alva

[u] 1 2 3 E}

4

Figura 4.12: Lancamento Horizontal

Podemos simular também, como o tempo de queda, em situacoes que a resisténcia do ar é
desprezivel, é o mesmo para corpos abandonados em repouso de uma certa altura em relacao
a0 solo e corpos arremessados horizontalmente da mesma altura e com diferentes velocidades
iniciais. Essas sé alteram o alcance horizontal. A Figura 4.13 mostra o movimento dos corpos
Py, abandonado e P, e P3, lancados horizontalmente do mesmo ponto, sendo que P3; com

maior velocidade inicial, portanto, atingindo maior alcance.
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
= A . m | e =
[x] . /$>®@¢\mwg -
Y Jnca e Algebra X |» Janela de Visualizacéo X
- Funcéo
_ 5 2 | B C
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4
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----- ® A=(1,0) 2 ® o ®
----- ® B=(26,5) P -"-.P P
----- ® C=(34,5) 1 1 te 3¢ 4
..... ®|= “, 5} 4
----- e P.=(1,18) . 0 ; :
..... e P,=(26,1.8) 0 1 2 3 4 5
----- ® P, ,=(34,18) 1
Segmento t=08
..... ®i=5 & h
..... ) ]=32
..... ® k=32
_3 4
_4 4
£ >
Entrada:? d

Figura 4.13: Tempo de queda

4.3 Movimento Harmoénico Simples(MHS)

4.3.1 Caracteristicas

Fenomenos que se repetem em intervalos de tempos iguais sao denominados fenomenos
periddicos, como as estacoes do ano, o movimento dos ponteiros de um relogio etc.

Se um corpo desloca para frente e para tras, em intervalos de tempo iguais, sobre uma
mesma trajetoria, seu movimento é peridédico e é denominado oscilatério ou vibratoério. Como
exemplos, pode-se citar o movimento de um ponto marcado sobre uma corda de violao
vibrando em torno de uma posicao de equilibrio quando a mesma ¢ posta a oscilar, a massa
oscilante de um péndulo e um corpo posto a vibrar preso a uma mola etc.

Esses movimentos periddicos podem ser expressos pelas fungoes horarias trigonométricas
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seno e cosseno por isso sao denominados harmoénicos, fazendo referéncia ao grafico dessas
fungoes. Se for mantido indefinidamente, tem-se o Movimento Harmonico Simples (MHS).
Na pratica, uma corda de violao posta a vibrar, cessa rapidamente seu movimento devido
as forcas dissipativas (principalmente o atrito). KEsses movimentos reais sao harmonicos
amortecidos. No caso do péndulo de um relégio, para compensar essa dissipacao, utiliza-
se uma mola ou corpos suspensos, de modo que o movimento se mantém enquanto ha o
fornecimento dessa energia extra.

Nos fenomenos periédicos, o tempo gasto para ocorrer uma repeticao é denominado
periodo e o numero de repeticoes que ocorrem por segundo, por minuto, por hora etc é
denominado frequéncia. Frequéncia é, entao, o numero de repeticoes de um fendémeno na
unidade de tempo. Por exemplo, frequéncia do batimento cardiaco.

A unidade de medida de frequéncia no Sistema Internacional (SI) é o hertz (Hz), medindo
entdo o numero de repeti¢oes por segundo. Uma homenagem a Heinrich Hertz (1857-1894).

Pode-se estabelecer as fun¢oes do MHS fazendo uma analogia com um Movimento Cir-
cular Uniforme (MCU), ja que ambos sao periddicos e a situac¢do seguinte é normalmente
utilizada por apresentar periodo comum.

Considere um ponto P descrevendo um MCU no sentido anti-horario, de raio R e centro O

num plano vertical, com periodo T, frequéncia f, velocidade escalar constante v e velocidade

radianos
angular constante w, dada em ————, angulo fase ¢, conforme a Figura 4.14.
sequndo

Simultaneamente ao movimento de P, pode-se considerar o movimento de sua projecao
(sombra) P’ sobre o segmento de reta A’A, indo para frente e para tras entre A’ e A, ou seja,

executando um Movimento Harmonico Simples (MHS).
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

1AL

>

A
L ]
| 1

a=2 ‘3'
—.

7|

%) BN

ABC
i

1 i

b Janela de Algebra

G,

P Janela de Visualizacio

Cdnica

P={15,133)
P'={15,-3)
Segmento

A Tabela 4.1 apresenta um paralelo entre os dois movimentos, enfatizando as grandezas
que sao comuns, o que auxilia o estudo do MHS. Restando definir as fungoes horarias da
elongacao, da velocidade e da aceleragao, sendo que as duas 1ltimas apresentam intensidades

constantes no MCU e varidveis no MHS segundo funcgoes trigonométricas apresentadas a

seguir.

Entrada: ||

Figura 4.14:

MCU e MHS
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Grandeza MCU MHS
periodo(T) = tempo gasto: numa volta numa vibragao (oscilagao)
1
frequéncia(f) = 7= numero de: | voltas por segundo(Hz) | vibragoes por segundo(Hz)
R = raio Raio A = R = amplitude
2
w = % Velocidade angular pulsacao
V =wR Velocidade escalar = cte V., =7 (Varidvel)
VZ
@a=7 = w? R Aceleragao centripeta a, = 7 (varidvel)
o=@ +w-t Fungao horaria Fungao horaria
X - Elongagao
Tabela 4.1: MCU e MHS
4.3.2 Funcoes Horarias
Seja x = f(t), v= f(t) e a = f(t) do MHS
Na Figura 4.14 | tem-se que cosp = %
x = R.cos p,com R=A¢e p =)+ w.t
Assim,
x = Acos(pg+wt) 1
. - < . ds  dx
Que é a equagao da elongacao em fungao do tempo (x = f(t)). Como v = T
vem:
v=1"=wA.(—sen(py+ w.t))
ou
v=—w.Asen(py+w.t) 1l
. ~ [ . . dv
Denominada fun¢ao horaria da velocidade do MHS (v = f(t)). Finalmente, como a = pre
obtém-se:

"= —w.Aw.cos(pg + w.t)

a =7

ou
a=—w?Acos(pg+wt) I
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De I e 111, obtém-se a equacao da aceleracao em funcao da elongagcao.

a=—wix
DeIeIl e pela relacao fundamental da trigonometria, cos?¢o+sen?p = 1, pode-se mostrar

que:

v =Fw.vA2 — 22

4.3.3 Representacao Grafica

A seguir, estd representado graficamente o MHS executado por uma particula que oscila
entre dois pontos da reta, A e —A, conforme a Figura 4.14, separados pela distancia de 4 cm.

Saindo de A, em t = 0, a particula desloca até — A e retorna a A em 4 segundos. Assim, a fase

d
inicial é ¢y = 0, o periodo é T' = 4 s, a amplitude, 2 cm (0,02 m) e a pulsagao é w = gﬂ.
s

Portanto, a equacao horaria da elongacao é x = 2.003(%.75) (gréfico da Figura 4.15), da

CL)Q ™

velocidade é v = —W.sen(z.t) (grafico da Figura 4.16 ) e da aceleragao é a = 7.c05(§.t)
(grafico da Figura 4.17).
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A A, D@l &) \ ABG|| 252 | 2]
..kv'ef'/v' il 1 ;-@e-;@v ki e..+;-‘_:H ? »
» Janela de Algebra ) Janela de Visualizagio |
- Funcio
...... ®f)=2cs(Tt), (0<t<H) &

2
5
14
1 o 2 4

P
e
&l
a4
5 4

< >

Entrada: 7 @

Figura 4.15: Funcao = = 2.cos(g.t)
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Al )1, a 'd:-v \ ABC| 272 [
3]~ ClO] Al N e =1
» Janela de Algebra [« | b Janela de Visualizagio (]

- Funcie

L v() = 3Msen(Tt), (0<e<2) "

Figura 4.16: Funcao v = —W.sen(g.t)

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.17: Fun¢ao a = %.cos(g.t)
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Podemos simular o MHS com uma animagao de um sistema massa-mola no Geogebra
e ainda mostrar a representacao grafica da velocidade e da aceleracao como no exemplo
apresentado na Figura 4.18, bastando inserir as entradas: controles deslizantes a [0.12,0.94]
e K [0,1], Fungao[0.25sen(2ma/k),0,3k],k = |sen(2ma)|, 0<K<1 e os pontos A = (3k,0),
B = (3k,0.5), C = (3k,—0.5), D = (3k+ 1,-0.5) e E = (3k 4+ 1,0.5) e as fungoes da

velocidade e da aceleracao.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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i

K=0.
®

aceleragédo
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Entrada:|

Figura 4.18: Sistema massa-mola




Capitulo 5
Consideracoes Finais

Este trabalho foi proposto com o objetivo de apresentar uma alternativa ao ensino da
Fisica no Ensino Médio, almejando melhores indices de aproveitamento dos alunos nessa
disciplina e também em Matematica, devido ao caracter interdisciplinar das atividades a
serem desenvolvidas. A interdisciplinaridade permite ao professor responder ao porqué de se
estudar matematica, frequente questionamento por parte dos alunos, e sera utilizada como
ferramenta na resolucao de problemas. Contudo, o que se pretende é o melhor aprendizado
da Fisica, portanto seus conceitos devem ser priorizados e a Matematica aparecer apenas
como ferramenta para permitir mais abstracao, quando se trabalha com férmulas para a
quantizagao de grandezas fisicas, melhorando a compreensao de fenomenos. Deve-se entender
também que frequentes erros de cédlculos nao implicam necessariamente numa interpretacao
erronea de conceitos fisicos.

Por outro lado, deve-se considerar que a assimilagao de novos conteidos esté relacionada
aos conhecimentos prévios dos alunos e como, em geral, sao bastante diversificados, ja que
a classe é composta por estudantes oriundos de diferentes grupos sociais, logo, heterogénea,
e, ainda que cada aluno trabalha diferente na forma como adquire e acumula informacoes,
novas ferramentas e formas de ensino sao indispensaveis.

A proposta de se utilizar as atividades elaboradas neste trabalho tem o objetivo de
introduzir os conceitos sobre Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio visando ampliar
o olhar do estudante, durante o estudo dos Fenomenos Fisicos. Além disso, pretende-se
que esse estudante tenha facilidade em seus estudos posteriores. E, dessa forma, espera-
se que a procura por cursos superiores na area de exatas aumente, atendendo a crescente
demanda por profissionais como engenheiros, fisicos e técnicos em geral, que aplicam a Fisica
no desenvolvimento de novas tecnologias, visando a melhoria da qualidade de vida. Tem-
se a percepcao que os alunos ao chegar ao Ensino Superior se deparam com atividades
muitas vezes sem contextualizagao e/ou aprofundadas, sem esse estudo prévio, ou seja, sem

a construcao das ideias fundamentais para a compreensao dos contetidos ministrados em tais

I0)
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Cursos.

A utilizacao de animacoes com o Programa Geogebra permite ao professor analisar o
comportamento de fungoes num ponto, introduzindo a ideia de limite de uma funcao de
forma simples e interessante e com uma consequente interagao dos alunos. Assim, conceitos
podem ser entendidos sem que se utilize uma quantidade grande de féormulas, reclamacao
constante por parte dos alunos e que acarreta o desinteresse dos mesmos. Nesse caminho, se o
docente buscar estratégias que relacionem os conteidos as situagoes mais concretas, a partir
das quais os alunos realizem uma reflexao e criem sentido, acredita-se que um dos obstaculos
ao estudo de Fisica sera vencido. No entanto, ha outro fator preponderante nesse estudo: o
preparo do professor que ministra o conteiido em Ensino Médio. Faz-se necessario investir
na formagao desse profissional com vistas a melhorar a qualidade do ensino de Fisica. Dessa
forma, para que ele trabalhe com os conceitos, é preciso ter dominio e, também, que perceba
que ao ampliar os métodos de ensino pode utilizar de recursos disponiveis para conseguir
esse intento.

Nesse sentido, ao se apresentar uma proposta diferenciada para o ensino de Fisica aliada
a experimentacao e a visualizagao, utilizando de um recurso computacional, acredita-se que
havera boa aceitacao pelos estudantes por ser um recurso dinamico e repleto de aplicabilidade
para os conceitos matematicos. E, ainda, por meio de aplicagoes e experimentagoes, tem-se
que pode haver reversao do quadro de dificuldades que os estudantes apresentam em relagao

as disciplinas que envolvem célculos, tanto para o Ensino Médio quanto para o Superior.
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