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Resumo

O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma ferramenta voltada para o ensino-aprendizagem
do algoritmo de escalonamento de sistemas lineares 3x3 utilizando os recursos de construcao
disponiveis no software livre Geogebra 5. Esta ferramenta foi elaborada de acordo com
o método de ensino utilizado por autores de livros didaticos recomendados pelo MEC
e incentiva os alunos a testarem diferentes valores e abordagens durante a resolucao,
de forma a obter uma aprendizagem mais significativa. O desenvolvimento de recursos
personalizados para professores e alunos condiz com a tendéncia da nova fase da educagao,
chamada de Educacao 4.0 que pressupoe métodos mais dinamicos e autonomos de ensino.
Os recursos de construcao escolhidos para serem utilizados sao os mais simples encontra-
dos no software, que nao requerem conhecimento prévio de programacao, e por isso sao

acessiveis aos professores que optarem por aprender a desenvolver suas proprias ferramentas.

Palavras-chave: Geogebra; Algebra Linear; Sistemas de equagoes; Escalonamento.






Abstract

The objective of this dissertation was to develop a tool for learning the 3x3 linear system
scaling algorithm using the construction resources available in free software Geogebra
5. This tool was elaborated according to the teaching method used by recommended
textbook authors and encourages students to try different values and approaches during
the resolution to achieve more meaningful learning. The development of personalized
resources for teachers and students is in line with the trend of the new phase of education,
called Education 4.0, which presupposes more dynamic and autonomous teaching methods.
The building resources chosen for use are the simplest found in the software, which do not
require prior programming knowledge, and are therefore accessible to teachers who choose

to learn to develop their own tools.

Keywords: Geogebra, Linear Algebra, System of equations, Echelon Form.
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1 INTRODUCAO

De acordo com (SANTOS) 2007), a resolucao de sistemas lineares vem desde os
tempos da Babilonia, na dinastia de Hamurabi (de 1800 AC a 1600 AC), onde foram
encontradas tabuletas que revelaram que os babilonios sabiam resolver sistemas lineares
simples. Ja nos séculos I AC e I AC os chineses possufam algoritmos para resolver sistemas
lineares, cuja sua esséncia é parecido com o método de eliminacao de Gauss, a diferenca
bésica é que eles usavam uma tabela em forma de coluna e hoje usamos em tabelas em

forma de linha.

Seguindo a linha do Mestrado Profissional em Matematica, devemos abordar temas
especificos do curriculo de Matematica da Educacao Basica e seu impacto na pratica
didética em sala de aula. Neste sentido, identificamos quais topicos constam no curriculo
do Estado de Sao Paulo em 2019 e de como deve ser apresentado em sala de aula. Sistemas
Lineares foi um topico que nos cativou, pois houve algumas mudangas na forma de abordar
o tema no ensino médio, destacamos trés pontos principais: 1) Situagoes problema:
a importancia da ferramenta de escalonamento de sistemas lineares, que é aplicada a
resolucao de uma grande quantidade de problemas tanto na Matematica quanto na Fisica e
na Quimica; 2) Técnicas algébricas e graficas: a mudanca promovida pela nova BNCC
que alterou a abordagem e as sequéncias didaticas de ensino deste tema e 3) Matematica
e suas tecnologias: a constatacao de que o tema ainda nao foi exaustivamente explorado

com a utilizacao do Geogebra.

De acordo com o repositério de dissertagoes do PROFMAT (SBMj 2019), o banco
de dados conta com mais de 4800 registros em outubro de 2019. Fizemos um levantamento
dos objetos de estudo abordados nos trabalhos publicados e obtivemos como resultado que
aproximadamente 5% dos trabalhos tratam de aplicacoes com o uso do software Geogebra
enquanto 1% tratam de Sistemas Lineares. Dentre os trabalhos constantes no repositorio,
vamos referenciar alguns que achamos mais interessantes. Vamos citar dez trabalhos, sendo
que os quatro primeiros, tratam de sistemas lineares sem uso do software Geogebra, os
trés seguintes tratam de sistemas lineares com uso de Geogebra e os trés finais tratam da

solugao de sistemas linares utilizando outros softwares.

(J UNIOR, 2017)) faz um estudo detalhado de todo o contetido abordado em cursos em
Algebra Linear a nivel de gradugao. O trabalho aborda sistemas lineares 2x2 resumidamente
e se apronfunda mais na abordagem dos sistemas 3x3. O autor utiliza o método de
eliminacao de Gauss e a regra de Cramer. Sao apresentados alguns exemplos resolvidos

com usos de diferentes técnicas e o autor dedica um capitulo inteiro ao estudo geométrico
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dos sistemas lineares, novamente sob o ponto de vista da Algebra Linear, de tal forma que
é muito denso para ser utilizado no Ensino Médio. O trabalho termina com a solucao de
alguns exercicios do ENEM mas sem o uso do método recomendado para esta fase escolar.

Em (MALCHER, 2015), o autor faz uma fundamentagao teérica completa do
conteido estudado no Ensino Médio e também dé exemplos de aplicagoes de Sistemas
Lineares em: de Circuitos Elétricos, Balanceamento de Equagoes Quimicas, Criptografia e
Analise Modal, todos temas de grande importancia no curriculo do Ensino Médio.

O trabalho de (MARTINS, 2015) elabora um teste estatistico de um estudo de caso,
capaz de verificar a eficacia dos métodos de adicao e método da substituicao, normalmente
utilizados como o primeiro contato dos alunos com sistemas lineares ainda no 7° ou 8°
anos do Ensino Fundamental.

Para finalizar o grupo dos trabalhos sem uso de software, (PEDRINI, 2013) traz
uma fundamentacao tedrica detalhada, incluindo também as solugoes graficas e aplicagoes a
problemas classicos abordando a aprendizagem tanto no nivel fundamental quanto médio.

Com a utilizacao do software Geogebra, o trabalho de (SAO PEDRO, 2016)) utiliza-
se do Geogebra para criar matrizes, digitando-se seus coeficientes e realiza transformacoes
e operacoes com estas matrizes, vale ressaltar que ele também utiliza a visualizacao dos
graficos das retas das equacoes.

Ja (SANTANA| 2015), utiliza o software Geogebra, para gerar gréaficos das retas de
sistemas 2x2 e planos dos sistemas 3x3 e assim ilustrar as intersegoes que sao solugoes dos
sistemas.

Para finalizar as referéncias deste grupo com o uso do software, (BOCCARDO,
2017) além da fundamentagao tedrica dos sistemas lineares, ele construiu um plano de
aula, onde problemas sao apresentados e os alunos sao instigados a resolvé-los utilizando o
software quando necessario.

O grupo final de citagoes apresenta trabalhos que utilizaram outros softwares para o
estudo de sistemas lineares. (SILVA|2017) inicia seu trabalho com a definicdo e classificacdo
de matrizes, seguido pela abordagem das propriedades de operacoes entre elas. E realizada
uma abordagem resumida de determinantes seguida por um capitulo referente ao estudo
de sistemas lineares onde o autor explica todas as possiveis classificacoes de um sistema,
resolve alguns casos sem entrar em detalhes sobre o método de eliminiacao gaussiana.

Entao é apresentado o software Scilab como sendo software livre e o autor exemplifica
a instalacao no sistema Linux Ubuntu. O autor passa entao a descrever os detalhes de
utilizagao do software, alguns comandos e seus resultados até que utiliza o software para
resolver alguns exemplos de sistemas. A resolucao é automatica, somente é necessario inserir
os dados do exercicio. E apresentado entao o software Maxima seguindo os mesmos passos:

instalacao no Linux, descricao de comandos, resolugao de alguns exemplos. Novamente a
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resolucao é automatica, sendo necessario apenas inserir os dados. O trabalho entao possui
um capitulo que estuda as solugoes graficas de sistemas 2x2 e 3x3. O software Maxima é
utilizado para gerar os gréaficos de diferentes sistemas lineares.

A planilha do software Excel para estudo de sistemas lineares foi o objeto de estudo
do trabalho de (ROCHA, [2015). A motivagao, segundo o autor é envolver mais os alunos
e facilitar o ensino deste conteido, visando criar maior envolvimento entre os alunos e a
Matematica. Foi realizado um levantamento histérico do desenvolvimento das planilhas
eletronicas e um referencial tedrico de matrizes, determinantes e sistemas lineares a nivel
de Ensino Médio.

Entao é realizada uma explicacao detalhada de como deve ser utilizado o Excel para
operar com matrizes, determinantes e sistemas lineares. Ha alguns exercicios resolvidos.
Tudo é realizado automaticamente na planilha e assim o trabalho é um tutorial de como
usar o softwares para a solucao de exercicios.

Para finalizar as citacoes de autores que utilizaram outros softwares, temos o
trabalho de (CARDOSO)| 2015) cujo objeto foi o software FreeMat. O autor defende
em sua introducao o maior uso de tecnologia para a melhoria da qualidade do ensino de
Matematica nas escola publicas, a seguir sao elencados os softwares livres disponiveis e é
citado entre eles o Geogebra. A escolha do FreeMat é justificada por apresentar 95% de
semelhanca com o Matlab, que é um dos softwares pagos de maior uso na atualidade.

Entao é realizado o estudo do software em forma de tutorial, o autor explica como
pode ser utilizada cada ferramenta disponivel e qual é o resultado esperado de cada
operagcao. E realizada a solucao de alguns exemplos, a explicacao de alguns comandos
l6gicos para automatizacao de cédlculos e entao segue-se o referencial bibliografico a nivel
de graducao, sem a utilizacao do software.

O autor entao utiliza o software para a solucao de varios exemplos dos contetidos
do referencial, detalhadamente e com muitas imagens ilustrando os processos. E o tnico
trabalho que referenciamos que aplicou os resultados do estudo com alunos da rede ptblica
e que apresentou os resultados no texto.

Queremos destacar que neste trabalho, diferimos dos outros ja publicados, quanto
a forma de utilizar o software Geogebra. Fizemos um aplicativo para auxiliar no ensino de
sistemas lineares para o ensino bésico, que utiliza-se da esséncia do método de eliminagao
de Gauss, onde o aluno pode multiplicar equagoes, trocar as equagoes em relagao a ordem
que aparecem, isto é, troca de linhas se pensarmos como matriz ou tabela, fazer operacoes
entre equacoes, soma e subtracao entre elas. O aluno podera fazer por tentativa e erro,

pois o aplicativo permitira estas situacoes.
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2 Revisao da Literatura

2.1 Referencial Tedrico

2.1.1 Sistemas Lineares

Neste capitulo fizemos um levantamento das abordagens realizadas por (ANTON,
2005) e (HOFFMAN| 1971)) examinando alguns métodos diretos para resolver sistemas
lineares. Sabemos que muitos problemas praticos podem ser equacionados em termos
de sistemas lineares. Nesta primeira secao, introduziremos alguma terminologia bésica

importante para o desenvolvimento de tal teoria.

2.1.1.1 Equagao lineares

Definicao 2.1.1. Uma equacao linear de n varidaveis x1,...,x, € uma equacdo que pode

ser expressa na forma

121 + a9xy + azxs + ... + a,r, = b

onde: 1, Xy, T3, ..., Ty SA0 aS VATIAVELS OU tnNCognitas € ai, s, as, ..., G, SG0 0§ respectivos

coeficientes das varidveis e b é o termo independente.

Observacao: uma equacao linear nao envolve quaisquer produtos ou raizes de variaveis.
Todas as varidveis ocorrem somente na primeira poténcia e nao aparecem como argumentos

de funcgoes trigonométricas, logaritmicas ou exponenciais.

2.1.1.2 Sistema de Equacdes Lineares

Definicao 2.1.2. Seja R o corpo dos nimeros reais. Um sistema de equacgoes lineares

com m equacoes e n incognitas € um conjunto de equagoes lineares

y
a11C1 + a19T9 + ... + ATy = bl

011 + AooTa + ... + aop T, = by

L Am1T1 + A2l + ... + Qpp Ty = bm

ondea; €ER, b eR, 1<i<mel<j<n.
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Da mesma forma que vimos anteriormente, dizemos que x1,Zo, X3, ..., L, SG0 aS
varidveis ou incognitas do sistema € i1, a12, ..., Qipy vy Gty Gm2s ey Gy SGO 05 co€fi-
cientes das equacoes e by, ..., b,, sao os termos independentes.

Um sistema de equacdes lineares é um conjunto finito de equacoes lineares.

2.1.1.2.1 Solugdo de um sistema linear

Denomina-se solugao do sistema S a n-upla ordenada («v, as, ..., a;,) de elementos

de R que satisfaz simultaneamente as m equagoes:

a1 + ajppae + ...+ a1, = bl

921001 + 92909 + ...+ a9y, 0y — bg

Am10q + Qa0 + ... + Ay O, = by,

Se by = by = ... = b,, = 0, dizemos que o sistema é homogéneo. A n-upla
(0,0, ...,0) sempre é solugao de um sistema homogéneo e é denominada solugao zero ou
solugao trivial. Qualquer outra solucao, se existir, é dita nao trivial (ou prépria).

Uma possivel estratégia para resolver esse sistema é por meio do processo de
escalonamento que veremos logo a seguir. Mais adiante estudaremos também outros

métodos para determinar a solucao de um sistema de equacoes lineares.

2.1.1.2.2 Classificacido de um sistema linear

Podemos classificar um sistema linear conforme seu tipo de solugao.
1°) Um sistema S é compativel (ou possivel ou consistente) e determinado

se ele admitir uma tnica solugao.

2°) Um sistema S é compativel (ou possivel ou consistente) e indeterminado

se ele admitir varias (infinitas) solugoes.

3°) Um sistema S ¢é incompativel (ou impossivel ou inconsistente) se ele nao
admitir solucao.

Para ilustrar as possibilidades que podem ocorrer na resolucao de sistemas de
equagoes lineares, considere um sistema arbitrario de duas equacoes lineares em nas
incognitas x e y :
a1+ by = 1

S :

asx + by = co

onde a1, by nao sao ambas nulas e ay, by também nao sao ambas nulas.
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E f4cil determinar o conjunto solucao de um sistema linear de duas equacgoes porque
é equivalente a determinar a intersecao de duas retas.

Os graficos destas equagoes sao retas, digamos [; e ly. Como um ponto (z,y) esta
na reta se, e somente se, os numeros x e y satisfazem a equacao da reta, as solugoes do
sistema de equacgoes correspondem a pontos de intersecao de [ e l. Assim, existem 3
possibilidades:

1%) As retas [y e l; podem ser paralelas, caso em que nao hé interse¢ao e consequen-

temente nao existe nenhuma solucao do sistema.

Figura 1 — Retas Paralelas

yx=0 & yx=1

Fonte: Do Autor, 2019

2%) As retas l; e ls podem cortar-se em um tnico ponto, caso em que o sistema tem

exatamente uma solucao.

Figura 2 — Retas Perpendiculares

yx=-1 e yax=1

Fonte: Do Autor, 2019

3%) As retas [ e Iy podem coincidir, caso em que existe uma infinidade de solugoes

do sistema.



26 Capitulo 2. Revisao da Literatura

Figura 3 — Retas Coincidentes

yx=0 € 2y-2x=0

Fonte: Do Autor, 2019

2.1.2 Equivaléncia de Sistemas Lineares

Nosso objetivo nesta secao é transformar um sistema complicado S num sistema
mais simples S’. Mais especificamente, apds efetuarmos operagoes elementares nas equacoes
de um sistema S, vamos obter um outro sistema S’ que seja mais facil de resolver e que
tenha o mesmo conjunto de solugoes.

Dizemos que dois sistemas S e S’ de equagoes lineares a n incégnitas sao equiva-
lentes quando admitem a mesma solugao.

Notagao: S ~ 5’

2.1.3 Exemplo:

Os sistemas

3 6y = 42 2y =14
S Tt oy e S T2y
20 — 4y =12
sao equivalentes, pois admitem a mesma solugao: x = 10 e y = 2. (Verifique!)

r—2y==6

Observagao: Para a relacao ~ assim definida valem as seguintes propriedades:

(a) S~ S (reflexiva)
(b) S~ S5 =8 ~S5 (simétrica)
(c)S"~SeS~S5"= 85 ~75" (transitiva)

Logo, se 5" ~ S, entao toda solucao de S é solucao de S’ e vice-versa. Em particular,

se S’ é incompativel, o mesmo ocorre com S.
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2.1.3.1 Operagdes Elementares e Sistemas Equivalentes

Um sistema de equacoes lineares se transforma num sistema equivalente quando se

efetuam as seguintes operagoes:
e I) Permutacdo de duas equagoes.
e II) Multiplicagao de uma equagao por um escalar nao nulo.

e III) Substitui¢do de uma equagao por sua soma com outra equac¢ao previamente

multiplicada por um escalar nao nulo.
Estas operagoes sao chamadas de operacoes elementares.

Por meio dessas operagoes elementares, pode-se transformar um sistema complicado

S num sistema mais simples de ser resolvido, S

2.1.3.1.1 Notacdes das Operacdes Elementares

Adotaremos as notagoes abaixo para as operacoes elementares:

e 1%) L, <+ L; permutacao da i-ésima equagdo pela j-ésima de um sistema de equagoes

lineares
e 2%) A\L; — L; multiplicacdo da i-ésima equagao por A

e 3%) L; + AL; — L, substituic@o da i-ésima linha por sua soma com a j-ésima linha

previamente multiplicada por A

Considere o seguinte sistema de equagoes lineares

2x + 4y — 62 =10 2z + 4y — 62 =10
St dr+2y+22=16 La<r Ly Si:{ 20 +8y—42=24
20+ 8y —4z =24 4o 42y + 22 = 16
(20 + 4y — 62 =10 r+2 —32=5
S1:8 2048y —42=24 Ly — Ly Sy:S 20+8y—42=24
\4x+2y+22=16 4o + 2y + 22 =16
rT+2y—32=95 rT+2y—32=95
Soi{ 2048y—42=24 Lo—2Ly — Ly S3:q Ox+4y+2z=14
\4x+2y+2z:16 4o 42y + 22 = 16

Temos que S ~ S ~ Sy ~ S3 e entao todos os sistemas S, 57, .55 e S3 tém a mesma

solugdo: z =2,y =3 e z = 1. (Verifique!)
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2.1.4 Escalonamento de Sistemas Lineares

2.1.4.1 Sistemas Escalonados

Definicao 2.1.3. Um sistema linear de m equagdoes com n incognitas que tem o sequinte

aspecto:
(
al?"ll‘?"l + al’r”Ql"r”g + al?"gl‘?"g
0 t A2y Try, A2yl
S; 0 + 0 —+ a37‘~3.’L'7~3
+ 0 4+
+ 0 +

+ o+ o+ o+ + o+

+ + +anr, =0b
+ + +agn Ty bs
+ + - Hdagpr, = 0b3
+

+ gk + o Hapnx,  =0bg
+ + - 0w, =bpp

serd chamado de escalonado se tivermos ay,, # 0, ag,, # 0, ..., a5, # 0 e cada

r; > 1, ondel <ri <rg<..<rp,<n.

E claro que se by = 0, a ultima equacao de S pode ser eliminada do sistema.

Logo, num sistema escalonado o niimero de coeficientes iniciais nulos em cada equagao, a

partir da segunda, é maior do que na precedente.

2.1.4.1.1 Exemplo

O seguinte sistema

2

¢é escalonado.

-y

—Z

-3t =0
—t
2t =2

O seguinte resultado é o fato mais importante de sistemas escalonados.

Proposicao 2.1.1. Todo sistema linear S € equivalente a um sistema escalonado.

2.1.5 Forma Matricial de Sistemas

Seja S um sistema de m equagoes lineares (m > 1) e com n incégnitas xq, s, ...

onde a;; € o coeficiente da incognita z; e ¢;, o termo independente.
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Esse sistema serd representado da seguinte forma:

a;ry + apexrs + ... + a1y, = C1

21X + A92T9 + ... + A9, T, = Co

L Am1Z1 + Am2aZ2 + .. + QpnTn = Cy

ondea;; €k, 1<i<mel<j<n.

Esse sistema pode ser escrito, na forma matricial, como:

aix a2 - Qin T C1
21 Q22 -+ QA2p T2 C2
Qm1 Am2 - Amp Tn, Cm
L dmxn L 4 nx1 - 4 mx1
ai; a2 -0 Qin T C1
Q21 Q22 -+ d2n T2 Co
Chamando de A = , X = e(C =
Am1 Am2 - Gmnn Tn Cm
B oL d mxn L d nx1 L 4 mx1
temos em notacao matricial:
AX =C
Exemplo 2.1.1.
: 20 -3y =17 , .
a) O sistema S : pode ser escrito, na forma matricial, como
r+y=1

2c — 3y + 22 =5
b) O sistema S, : Y pode ser escrito, como
Jxr+y—Tz=2

HsiuEE



30 Capitulo 2. Revisao da Literatura

2.15.1 Matrizes de um Sistema

Defini¢ao 2.1.4. (a) A matriz incompleta, associada ao sistema S anterior, é

11 Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ A2p
A=
Am1 Am2 - Amp
L d mXn

formada somente pelos coeficientes das incognitas do sistema.

(b) A matriz completa (ou ampliada, ou aumentada), associada ao sistema

S anterior, é

a;n Q2 - A1 G aixy Q2 - Qip 1
Q21 Q22 -+ Q2 C2 A21 Q22 -+ Q2p C2
B = ) ) ou B =
Am1 Am2 **° Qmpn Cm Am1 Am2 - Qmnp Cm
L d mxn+1 L .

formada pelos coeficientes das incégnitas e pelos termos independentes do sistema.

O trago vertical é opcional, mas é colocado para facilitar a visualizacao da matriz

dos coeficientes das variaveis e da matriz coluna dos termos independentes.

Exemplo 2.1.2.

20 -3y =17
a) Seja S : L . Dai:
r+y=1
2 =3 2 =37
A= e B =
3 1 3 1 1

20 — 3y +22 =5
b) Seja Sp: 4 - YTETY par
r+y—"Tz=2

2 -3 2
3 1 =7

A:
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2.1.5.2 Matriz na Forma Escada

Definicao 2.1.5. Uma matriz m x n estd na forma escada se

a) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem
todos os seus outros elementos iguais a zero.

b) Toda linha nula ocorre abaizo de todas as linhas nao nulas (isto €, daquelas que
possuem pelo menos um elemento nao nulo).

c) Se as linhas 1, ..., sao as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo

da linha © ocorre na coluna k;, entao k1 < ko < ... < k.

Esta tltima condigao impoe a forma escada a matriz:

Isto é, o nimero de zeros precedendo o primeiro elemento nao nulo de uma linha

aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se houver.

2.1.6 Resolucao de um Sistema Linear

Destacaremos nesta segao, o Método de Gauss-Jordan (Elimanagao de Gauss), uma
regra pratica utilizada para resolver sistemas de n equacoes lineares com m varidveis, por
meio operacoes elementares. Quando o sistema linear é quadrado, isto é, n equagoes e n
variaveis, podemos utilizar outros dois métodos diretos: O Método de Cramer e o Método

da Matriz Inversa.

2.1.7 O Método de Gauss-Jordan

Considere o sistema de equacoes lineares

p
111 + a19T9 + ... + ATy = bl

211 + 22X 2 + ...+ AonTy = b2

| a1 + Apoto + ... + Qpntn, = by,

Objetivo é transformar o sistema S em um equivalente S’ na forma escalonada
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A1py Ty + A1py Ly + A1r3 Ty + -+ + A1nTy = bl
0 + A2yy Ly + Q23 Ty + -+ + A2 Ty b2
S . 0 + O + a37"3‘r7"3 + . + + a/3'rlITL - b3
° . . . + + .
0 + + 0 + e Apn—1,n—1Tn—1 + Ap—1nln = bnfl
\ - + + 0 + 0 + G T, =Dy
Dai, obtemos
by
Ty = —
Apn

e depois

n
_ bi — Zj:i—i—l AijLj

T; =
Qi
) ) 20 + 4y = 22
Exemplo 2.1.3. Considere o sistema S :
5x — 15y = —20

Aplicando o Método de Gauss-Jordan, considere a matriz ampliada de §

S'{ 2 + dy = 22 2 + dy = 22

5r — 1by = —20 Ox — 25y = =75
O sistema inicial ficou transformado no sistema equivalente:

20 + 4y = 22 ==5_3
{ 4 , isto é, { Y= s
T

_ _ 22-4x3 _
Oz — 25y = =75 == =5

LQ_%L1—>L2 S]_{

Logo, a tnica solugao do sistema dado é: z =5 e y = 3.

Exemplo 2.1.4. Considere o sequinte sistema de equagoes lineares
(20 + 4y — 62 =10
S dxr+2y+22=16
\ 20+ 8y — 4z =24

.
20 +4y — 62 =10 2 + 4y — 62 =10

L2—2XL1—>L2

S dr+2y+22=16 S1:4 0x—6y+ 142 =—4

Ls—1xL; — Ls

\2x+8y—4z:24 Oz +4y+22=14
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20 +4y — 6z = 10 20 +4y — 62 =10
S1:4 0z —6y+ 14z = —4 L3+%XL2—>L3 Syt 0z — 6y + 142z = —4
Oz +4y +22=14 0x—|—0y+%z:%

Temos que S ~ S1 ~ Sy e entao todos os sistemas S, S1 e Sy tém a mesma solu¢ao:

34
223%21’
3
_ Aol
y=———g =
10+6x1—-4x3
Tr = 2 :2’

2.1.7.1 Regra de Cramer

Na resolucao de sistemas de equagoes, onde a matriz A é quadrada, empregamos
uma regra pratica conhecida pelo nome de Regra de Cramer, que permite encontrar

facilmente a solucao.

Considere o sistema

a111 + a9y + ... + A1pnTy = C1

a1 T1 + ooy + ... + Aon Ty, = Co

L An1T1 + Apa®2 + ... + App®p = Cp

O valor da incégnita z; é obtido da seguinte maneira:
D

X
onde:

xr; — variaveis do sistema;

D — determinante formado pelos coeficientes das incégnitas (determinante do

sistema);
Dz; — determinante que se obtém substituindo-se a coluna dos coeficientes da

incognita procurada pelos termos independentes ¢y, co, ..., C;.
Ou equivalentemente:

ain a2 -0 Qin

Q21 Q22 -+ Q2

D =detA =

Qp1 Ap2 - Qpp
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C1 a2 - QAip air €1 - Qip ailr Qa2

Co Q22 +++ dA2p 21 Co -+ A2p 21 Qa22
Dx; =| i Dy =| i Dx, =

Cp Qp2 - QApp p1 Cp o **° Qpp anp1  Ap2

Exemplo 2.1.5.

31—y =4
a) Seja S : Y . Entao:
20+ 3y = —1
3 —1 —1
A= eD=detA= =9—(-2)=11#0.
2 3 2 3

Logo, o sistema S é compativel e determinado, ou seja, S possui uma tnica solugao.

Pela Regra de Cramer, temos:

4 -1 D, 11
D, = =12—1=11. Logo: t = —=—=1
i 080! T = 7 = o
3 4 D —11
D, = =-3-8=—-11. Logo: y = 2 = — = —1.
v le g Y= T
Portanto: z =1 e y = —1 ¢ a tnica solugao de S.

2.1.7.2 Determinante do Sistema

Definicao 2.1.6. Quando o numero de equacoes de um sistema linear for igual ao nimero
de incégnitas (m = n), entao a matriz incompleta A serd quadrada. Dai, existe um

determinante D = det A, denominado determinante do sistema.

Observacoes:
1) Se D = det A # 0, entdo o sistema é compativel e determinado.

2) Se D = det A = 0, entao o sistema ou é compativel e indeterminado (isto é,

possui infinitas solugoes) ou é incompativel (isto é, nao tem solugoes).

Exemplo 2.1.6.

(8]

C2
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20 +y =7
a) Seja S : Ty . Entéao:
r—y=-—1
2 2 1
A= e det A = =—-2—-1=-3#0.
1 -1 1 -1

Dai, o sistema é compativel e determinado. (ﬁnica solugao: =z = 2 ey = 3.

Verifique!)
2 +y =7
b) Seja Sy : ey . Entao:
Ao + 2y = 14
2 1 2 1
A= edet A= =4—-4=0.
4 2 4 2

Dali, o sistema é compativel e indeterminado ou é incompativel.

Nesse caso, ele é compativel e indeterminado (infinitas solugoes: y = 7 — 2z.

Verifique!)
2 +y =17
c) Seja Ss : Ty . Entao:
dr 4+ 2y =2
1 1
A= edet A= =4—-4=0.
4 2 4 2

Dali, o sistema é compativel e indeterminado ou é incompativel.

Nesse caso, ele é incompativel (nenhuma solucao. Verifique!)
Sistema homogéneo x Determinante do sistema
Determinante do sistema homogéneo

Seja A a matriz incompleta de um sistema homogéneo S cujo nimero de incoégnitas
¢ igual ao nimero de equagoes. Conforme a andlise do determinante do sistema D = det A

feita anteriormente, podemos concluir:
1) Se D = det A # 0, entao o sistema homogéneo S possui apenas a solugao trivial.

2) Se D = det A = 0, entdo o sistema possui a solucao trivial e as solugoes

nao-triviais.
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2.1.8 O Método da Matriz Inversa

Considere o sistema de n equacoes lineares com n variaveis:

r
a1 + 122 + ... + ATy = bl

a21T1 + A99T9 + ... + A9y T, = bg

S :
L An1T1 + Ap2®s + ... + App®y = bn
Fazendo
_Cl11 a2 - aln_ _551_ _b1_
A g1 Q22 -+ Q2p L X = T2 . B= ba
_anl Ap2 - ann_ _$n_ _bn_

o sistema S pode ser escrito na forma matricial

AX =B

Admitindo a existéncia da matriz A~! e multiplicando ambos os membros da

igualdade por A~!, vem:
ATTAX =A"'B=IX=A"'B=X=A"'B

Dai, para achar a solucao do sistema, basta multiplicar a matriz inversa A~! da

matriz A dos coeficientes das varidaveis pela matriz coluna B dos termos independentes.

2.2 Sistemas Lineares no Ensino Médio

2.2.1 Livros Didaticos

O conteudo do Ensino Médio que trata do escalonamento dos sistemas lineares é
abordado no 2° Ano do Ensino Médio de acordo com o curriculo oficial do Estado de Sao
Paulo e de Minas Gerais.

O processo é dividido em trés etapas:

e introducao de sistemas lineares de duas equagoes e duas incognitas no 8° Ano do

Ensino Fundamental II;

e Estudo completo de matrizes no 2° Ano do Ensino Médio;
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e Estudo do Escalonamento dos Sistemas linares com mais de duas incégnitas e mais

de duas equacoes também no 2° Ano do Ensino Médio.

No 8° ano, segundo (ANDRINI| 2012), é apresentado aos alunos o conceito de uma
equacao com duas incognitas, que pode apresentar diversas solucoes. Exemplos iniciais

classicos, presente em diversos livros em forma de teoria ou exercicio sao da forma:

Figura 4 — Situacao-problema de introducao

E Mario e Nelson decidiram reunir os seus
gibis. Sabendo que ficaram com 10 gibis ao
todo, complete a tabela no caderno escreven-
do as possiveis quantidades de gibis doadas
pelos garotos para formar a colecao.

Mario 7 %‘Zf/f//j’?’//ﬁl;{‘;f/////// 7 7;///’ ’

Z 5 /yé//é/'//////y///////%/

/
Nelson .77/, 99245 /2000
Fonte: (ANDRINI| 2012),

Os alunos entao logo identificam algumas possiveis solu¢oes como 1 e 9,2 e 8, 3 e
7, etc. Neste caso, todas as solugoes sao facilmente identificadas e entao exemplos mais
elaborados sao apresentados, mas apenas em uma equacao com duas incognitas.

A seguir é apresentado o sistema linear 2x2 e usualmente os métodos de solugao
conhecidos por adigao e substituicao. O importante neste momento de aprendizagem é que
¢ dado aos alunos conhecer a propriedade de multiplicar todos os termos de uma equacao
por um numero real e a propriedade de somar duas equagoes termo a termo, propriedades
estas que até este momento nao haviam sido apresentadas aos alunos. Vale ressaltar que os
exemplos dos livros nesta etapa sempre possuem solucao real, normalmente com nimeros
inteiros sendo as solugoes racionais mais raras.

No Ensino Médio, no 2° Ano, os livros didaticos seguem a mesma linha de apre-
sentacao comecando sempre pelo estudo das Matrizes e entao é realizado o estudo dos
Sistemas Lineares. A apresentacao dos Determinantes varia segundo cada autor. Ma-
tematica - Ciéncias e Aplicagoes (IEZZI, 2016) que é o mais utilizado nas escolas publicas
do Estado de Sao Paulo segue esta abordagem.

Foram analisados trés livros constantes do Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD), [2018), que sao as indicagbes realizadas pelo MEC para a escolha dos livros
nas escolas, bem como (LIMA| 2012)), colegao em trés volumes elaborada pelo Impa

para o Programa de Aperfeicoamento para Professores de Matematica do Ensino Médio
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(PAPMEM, 2001) e que depois serviu de base para a elaboragao dos livros das disciplinas
MA11 (LIMA] 2013) e MA12 (CARVALHO, 2015)) utilizados pelo Profmat.

Figura 5 — Disposicao dos contetidos no sumario

SRR gz T A e T
COSSBNO oo 2 G apitulo 6 - Sisternas lineares
V2l0rES NOLAVEIS .o 25 EQUAGHE TIMBAT e 9T
Relagdes entre seno e cosseno 28 Solugdo de uma equagao liINear... e a7
Relagdo fundamental da trigonometria 28 Sistemaslineares 2 X 2. .99
ACDS COMPIEMENTANES oo ees 20 Interpretagio geométrica e classificagéo................. 101
Tangente__ . . . . o . .30 SistemalinearmXn 103
Valores notaveis 31 Um pouco de Histéria — Os sistemas lineares...... 103
Relagao entre tangente, seno e cosseno. 32 Solugéo de um sistema... e 103
Capitulo 3 - Trigonometria em tridngulos Matneeyamacaas a um sisteme Ak
qategaer Representacio matricial de um sistema 104
i 52 Sistemas escalonados 105
Teocems 34 Resolugao de um sistema na forma escalonada....... 106
Lei dos cossenos.. ... 3T Processo pratico A
TR 38 Escalonamento 109
Trogue ideias - Area de um triangulo 41 Sistemas eqivalentes 110
Determinantes.: . i ey a0 G
Capitulo 4 - Fungdes trigonométricas Caso 2 X 2 115
Introduigas s RN S R e e s Ciiasis 17
As demais voltas na circunferéncia Uk poticn da Histaris— A origam dos
trigonometrica. .. .endB determinantes 119
Fungbes periodicas..........oecrin @B Troque ideias — Os sistemas lineares e o
Fungo seno 49 balanceamento de equagdes quimicas 121
Periodo da fungo seno 53 Sistemas homogéneos 122
Aplicagbes — A trigonometria e a roda-gigante 56 Um pouco mais sobre: Determinantes
Fungéo cosseno....... . oo............5B € matrizes de ardem 3 e a regra de Sarrus 124
Traque ideias ~ A trigonometria e o Capitulo 7 - . ial de Posic
fenémenodasmarés......... B4 PR
Um pouco de Historia —
Capitulo 5 - Matrizes 0 desenvolvimento da Geometria...... ... 125
INrOdUGET. e85 NOCOES PriMItivas (ou iNICIAIS)..oooo 127
Um pouco de Histéria - Como surgiram Proposigdes primitivas (ou iniciais)............128
as Matrizes. .87 D@t@rMinacéo de planos 130
Representagae de uma matriz.........c.........67  POsi¢6es relativas de dois planos 131
Matrizes especiais 68  Posigoes relativas de uma reta e um plano........ 133

Fonte: (IEZZI, 2016)

A seguir, foi realizada uma breve andlise do material apresentado por cada autor
selecionado para determinar, em cada obra, quais sdo os pontos que favorecem a aprendi-
zagem do processo de escalonamento. Apds a analise, combinamos os melhores pontos de
cada autor em um algoritmo que é a base da construcao da ferramenta que desenvolvemos
no Geogebra.

, apesar de ser um livro didatico voltado para o Ensino Médio,
apresenta o conteiido com mais rigor matematico, ja iniciando o estudo com sistemas
2x2 e fazendo uso constante da notacao tradicional dos coeficientes com indices. O autor
utiliza-se do vocabuldrio matematico tradicional logo nas primeiras paginas com termos
como: equagao homogeénea, solugao trivial, equagoes simultaneas, terno ordenado, entre
outros.

Logo no inicio o autor ja apresenta a discussao dos sistemas, uma lista de exercicios
retirados de grandes vestibulares e entao abre o capitulo de abordagem do escalonamento.
Neste, alguns exemplos sao resolvidos passo a passo, novamente com mais rigor do que
encontramos nas duas outras indicacoes. Entendemos que este livro pode ser utilizado

como material introdutorio em cursos de graducao.

(DANTE, 2016) apresenta um material de nivel intermedidrio. Sua exposicao de
conteudo nao é tao rigorosa quanto (PAIVA| 2002) mas ainda assim mais rigorosa do

que é aconselhado a maioria dos alunos que estao tendo seu primeiro contato com o
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contetido. E um livro aclamado entre os professores, nao pela teoria mais pela quantidade
e qualidade dos exercicios propostos em cada unidade. O autor inicia ja com um exemplo
de sistema 2x2, indicando a resolucao através de soma de equagoes e substituicoes, depois
ha a definicao de equacao linear onde ha o cuidado de relacionar desde o inicio o sistema
com sua solucao geométrica. Nao ha discussao quanto aos tipos de sistemas de forma

explicita e, como ja mencionado, passa-se aos exercicios resolvidos e propostos.

Na secao referente ao escalonamento, ha varios exemplos resolvidos, de diferentes
tipos de sistemas e muitos comentarios sobre as solugoes. E o tinico material que apresenta

exercicios contextualizados, inclusive de outras disciplinas como a Quimica.

(IEZZI, 2016) faz uma abordagem mais detalhada e ritmada dos conceitos, o que
favorece a aprendizagem dos alunos que demonstrarem mais dificuldade com o contetdo.
E um autor que foi bem recebido entre os professores das escolas publicas de Sao Paulo
pois é comum a escola escolher suas obras nos pedidos ao PNLD. Por conta da abordagem
mais ritmada, esta obra serd a base sobre a qual faremos a andlise dos métodos de ensino

de Escalonamento de Sistemas Lineares no Ensino Médio.

(LIMA] 2012)) é o tinico livro que analisamos que é concebido para formacao de
professores e nao para uso direto com os alunos. Por esta razao a apresentacao do conteudo
¢é densa e rigorosa. A ordem é diferente, o capitulo referente a Sistemas Lineares antecepe

o de Matrizes e Determinantes.

O autor ja inicia com a solucao de um sistema 2x2 ressaltando a interpretacao de
cada equacao do sistema como uma equacao da reta e fazendo a classificagao dos sistemas.
Duplas e ternos sao referidos sempre como vetores e a solucao é expressa em termos de
combinacoes lineares. Toda a exposicao € literal, ha poucos exemplos numéricos e nenhum
contextualizado. Para sistemas 3x3 ¢é realizada uma andlise completa dos tipos de solugoes

e dos planos que representam cada equacao.

O que é exposto no livro leva o professor a uma compreensao profunda das definicoes
e dos processos, o que proporcionara ao docente preparar aulas com maior fundamentacao
tedrica. Os exercicios possuem um nivel de dificuldade superior ao dos vestibulares
tradicionais e ENEM. E um livro cujo estudo é muito importante para qualquer profissional

de Matematica, com qualquer nivel de experiéncia em sala.

2.2.2 Equacoes Lineares

A introdugao ao conteudo, realizada por (IEZZI, 2016)), é realizada por meio uma
situacao problema muito bem escolhida, por ser de uso comum no cotidiano. O autor

enuncia a situagao sem indicar um método de solugao ou mesmo alguma solucao particular.
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Figura 6 — Situacao-Problema

Augusto foi sacar R$ 90,00 em um caixa eletrénico que sé dispunha
de cédulas de R$ 10,00 e de R$ 20,00. Como pode ser feita a distribuicdo
das cédulas a fim de totalizar R$ 90,007

Fonte: (IEZZI, [2016])

Os alunos entao sao levados a atribuir letras as incognitas e formular uma equacao
que represente a situacao. Normalmente, por habito dos préprios professores, escolhe-se x

e y e temos entao a equagao:

10z 4+ 20y = 90 (2.1)

A experiéncia em sala alerta para que se tenha muito cuidado com a explicacao
referente aos coeficientes 10 e 20 presentes na equagao. Apesar de explicitamente citados
no enunciado, muitos dos alunos nao fazem de imediato a relacao entre o valor da nota no
enuciando e na equagao.

Depois de devidamente decodificada, a equacao faz sentido ao representar a situacao
do enunciado e entao os alunos passam a buscar respostas por tentativa e erro.

Logo a seguir, é dada a definicao de equagao linear apenas ressaltando que os
coeficientes devem ser nimeros reais e que nao pode haver produto das incégnitas. E uma
definicao que, sem muitos detalhes, nao é adequada ao amadurecimento matematico dos

alunos do Ensino Médio.

Figura 7 — Exemplos de Equagoes Lineares

Acompanhe alguns exemplos de equacdes lineares:

* X, — 2X, + 4%, = —7 *4x—2y+3z2—-1=0
-y — 3§ = —2 -ﬁ-x—Zerz:—]?
X+ Yy+2z2=]1 =-;“—-x,:=—3

Fonte: (IEZZI, 2016)

Apresentacoes literais, comuns em defini¢oes, escapam ao modo liudico de observagao
e interpretacao de novos conceitos que é desenvolvido nas escolas durante o Ensino

Fundamental. A diferenca entre a abordagem nos livros de 5° ao 9° anos, que nao usam
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defini¢oes formais, com a abordagem dos livros de Ensino Médio causa impacto negativo

nos estudantes.

2.2.3 Solucdo de Uma Equacdo Linear

Os alunos sao introduzidos ao conceito de solugao de uma equagao novamente em
forma de definicao com rigor matematico e novamente o texto nao contribue para que os
estudantes percebam a simplicidade do conceito.

Em seguida sao apresentados exemplos de pares ordenados que sao solucoes de
equacoes com duas incognitas bem como ternos ordenados como solugoes para equagoes
com trés incognitas. Até o momento nao é citado o sistema de equacoes.Nesta etapa, os
alunos devem ser capazes de encontrar alguns (ou mesmo todos) os pares ordenados que
sao solugoes para a situacao do caixa eletronico.

Esta etapa do processo é concluida com uma lista de exercicios de fixagao e

situagoes-problema.

2.2.4 Sistemas lineares 2x2

Como mencionado anteriormente, (IEZZI, faz uma apresentacao mais de-
talhada, que favorece o aprendizado. Neste ponto temos uma revisao da solucao de um
sistema de duas equagoes com duas incognitas.

Ressaltamos que a situacao escolhida nao ¢ encontrada no mundo real. E muito
comum que alunos questionem o modo de elaboracao dos enunciados pois os valores
unitarios da agua de coco e do sanduiche deveriam ser visiveis em qualquer cenario que se

possa conceber.

Figura 8 — Situagao-problema

Tina passeava pelo calcadao da praia quando avistou um quiosque que vendia
sanduiches e dgua de coco. Em um cartaz havia as seguintes sugestoes de pedidos:

3 aguas de coco +
'- + 2 sanduiches

| =R$ 30, 00
|{ 2 aguas de coco +3
/+ 1 sanduiche
= R$ 17,00

Fonte: (IEZZI, |2016)
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Quando o enunciado nao traz o sistema linear ja montado, é necessaria a traducao
das frases para o linguajar matematico, onde cada frase determina uma das equagoes
do sistema. E um passo importante no processo de aprendizagem e novamente podemos
comparar os métodos utilizados no Ensino Fundamental, com énfase nos processos técnicos
de céalculo, com os processos que envolvem escolhas do Ensino Médio. Fica evidente a
dificuldade dos alunos com o processo da tradugao, consequéncia direta da falta de pratica

nos anos escolares anteriores.

Apo6s a montagem do sistema e de ser realizada a conferéncia de que o sistema
realmente representa a situacao apresentada, pode-se passar a busca da solucao e o autor
utiliza-se dos métodos desenvolvidos no 8° ano. Como esperado multiplica-se a segunda
equagao por —2, soma-se membro a membro com a primeira e entao a incégnita y é
eliminada do sistema. Agora com uma equacao com uma incognita é possivel determinar
o valor de x com facilidade, no exemplo temos que x = 4. Em seguida é necessario realizar
uma substituicao para determinar o valor de y, que pode ser feita em qualquer equacao do
sistema. No exemplo a substituicao foi realizada na primeira equagao que agora é uma

equacao de uma incégnita y. A solucao nos déa o valor de y = 9.

A solugdo do sistema ¢ indicada como sendo o par ordenado (4,9). Nenhuma
explicacao extra é dada quanto a justificativa do uso destas propriedades do 8° ano. Em
cursos de graducao, em Estruturas Algébricas, em alguns cursos chamada de Algebra
Moderna, tais propriedades sao devidamente demonstradas e as provas sao simples o

suficiente para que fossem apresentadas no Ensino Médio.

O processo usado no livro pelo autor, é mostrado na integra na imagem a seguir.
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Figura 9 — Solucao do Sistema 2x2

Temos o seguinte sistema:

3k + 2y = 30
2x+ y= 17

Se multiplicarmos a segunda equacao por —2 e a adicionarmos a primeira,

aliminaremos a incégnita y, de modo que a equacao obtida somente apresen-
‘ara a incdgnita x.

3x+2y= 30 o 3x +.29= @
—4x—2y =—34 —4x — 2y ——34

—X =—4=x=4

Logo, a agua de coco custa 4 reals.
Substituimos esse valor em qualquer uma das equacdes anteriores:

3x+2y=30 = 3-4+2y=30 = 2y=18 = y=9

Logo, o sanduiche custa 9 reais.

Fonte: (IEZZI, 2016)

2.2.4.1 |Interpretacdo geométrica e classificacao

Ainda analisando a situagao-problema encontrada pela personagem Tina, vericamos
que o sistema linear é composto de duas equacoes que, se rearranjadas corretamente sao
funcoes afim e que portanto podem ser representaram por uma reta no plano. Fungoes Afim
sao ensinadas no 1° Ano do Ensino Médio e a obtencao da reta é realizada criando uma
tabela de pontos, escolhendo valores para x e obtendo valores para y que sao marcados no
plano cartesiano. E um processo mais trabalhoso mas que funciona muito bem considerando
que os alunos ainda nao possuem as ferramentas da Geometria Analitica para esboco de
graficos.

As fungoes sao:

—3x
y=—2x+17 (2.3)

Se representarmos as retas das duas fungoes no mesmo plano cartesiano, encontrare-
mos um ponto de intersegao (4,9) que foi o valor encontrado na resolucao do sistema. Assim

mostramos aos alunos que é possivel abordar problemas de sistemas 2x2 geometricamente.
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Figura 10 — Interpretacao Geométrica da Solucao do Sistema

Fonte: (IEZZI, [2016])

Com o auxilio visual proporcionado pelos graficos das funcgoes, passamos agora a
apresentar a classificacao dos sistemas de acordo com o niimero de solugoes que ele possui.
No exemplo anterior, que admite solucao tnica, o sistema é classificado como possivel e
determinado (SPD).

Ao resolver um sistema, em alguns casos chega-se a uma equacgao do tipo:

Or+0y =k (2.4)

Onde k é um numero real. Nestes casos nao ha valores que satisfacam as equacoes

e o sistema ¢é classificado como Sistema impossivel (SI).

Sistemas impossiveis possuem as duas retas com o mesmo coeficiente angular e
diferentes coeficientes lineares, o que faz com que suas representagoes no mesmo plano
sejam retas paralelas. Salientamos que os conceitos de coeficientes angulares e lineares e
demais ferramentas da Geometria Analitica somente sao estudados no 3° Ano do Ensino
Médio e portanto nesta etapa os alunos necessitam fazer o esboco das retas para perceber
o paralelismo, pois nao conseguem ainda fazer a identificagao através das fungoes. O autor

apresenta na figura |11/ um exemplo de Sistema SI.
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Figura 11 — Sistema Impossivel

X—2y=5
2Xx—4y=7

Resolvendo-o pelo método da adicao, temos:
X2y = H={=2) —2k+ 4y =-10
{2x—4y=7 ﬁ{%_z;{,/: s @

D oX-+0j= =3
Fonte: ,

Seja o sistema {

Figura 12 — Sistema Impossivel - Solucao Geométrica

¥ . 2x—7 o
=4 ==
3,5
0 ' 5 X
—1.75
? =75

Fonte: (IEZZI, 2016)

O 1ltimo tipo de sistema ¢é clasificado como sistema possivel e indeterminado
(SPI). Este é o caso quando as duas equagoes dos sistema sao uma multipla da outra
e entao, na realidade, sao a mesma equacao. Evidente para professores mas nao para
os alunos, esta situacao seria facilmente identificivel mas novamente é necessario que
os alunos reescrevam as equacoes, identifiquem dois pontos, esbocem os graficos e entao
percebam que as retas sao coincicentes. Normalmente é motivo de questionamento por
parte das turmas o fato de duas equacoes diferentes serem representadas pela mesma
reta, e isto é um sinal de que as propriedades de solucao do 8 Ano nao estao totalmente
assimiladas.

Também nao ajuda a notacgao utilizada pelo autor:

Ox + 0y = =3 (2.5)

Os alunos somente compreendem a equacao (2.4]) apds algumas tentativas de atribuir

valores para x e y e realizar os devidos calculos. E necessario retomar, abordar de varias
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maneiras o conceito de que existem infinitas solu¢oes. Os alunos de Ensino Médio nao
possuem nenhuma base sobre a qual construir um conceito de infinito mateméatico. Em
nenhum outro conteido existe alguma mencao ao conceito. A geometria das retas paralelas
coincidentes, estudada analiticamente, como ja mencionado, é conteudo do 3° Ano.

O autor trabalha com o exemplo mostrado na figura [13|

Figura 13 — Sistema Possivel e Indeterminado

usando o método

; 3 +
Ao resolvermos algebricamente o smtema«]I X ;

1
2%+ 2 2

da adicao, obtemos:
X+ y= 12 k-2 =-
{2x+2y 2 :{ %u{}/:
0-x+0-y=0(
Fonte: (IEZZI, 2016)

2 @

ou0=20)

Figura 14 — Sistema Possivel e Indeterminado - Solugao Geométrica

Yi

hN

0 1\\ X

r

Fonte: (IEZZI, 2016)

Assim, o autor termina a exposicao de sistemas lineares 2x2 e passa a uma lista
de exercicios que segue a mesma linha do exemplo da Tina. Novamente sao realizadas

escolhas para os enunciados que nao instigam aos alunos na busca pelas respostas.

2.2.5 Sistemas lineares m x n

Apesar indicado no livro texto que m e n podem assumir quaisquer valores reais,

(IEZZI, 2016) nao utiliza exemplos ou exercicios de sistemas lineares onde m > 3 ou n > 3.
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O autor, apds breve comentario sobre pares e triplas ordenas como solucoes de
alguns sistemas, passa a apresentacao do conceito de matriz associada ao sistema.

E dada a definicao de matriz incompleta e a de matriz completa, alguns exemplos
sao considerados e entao é apresentado o produto das matrizes dos coeficientes pela matriz

das incégnitas que resulta na matriz dos termos independentes.

Figura 15 — Matriz Associada ao Sistema

X+ y—27z=0
Osistema!{ x — 2y + z= 0 pode ser representado pela equagao matricial:
2x— y— z=0

1 1 =2 X 0
{ =2 1 | =i
2 =1 —1 z 0

Fonte: (IEZZI, 2016)

Nao serd realizada uma analise mais detalhada sobre este topico pois nenhum dos
autores analisados utilizou as equagoes matriciais para o escalonamento dos sistemas, que

¢é o foco deste trabalho.

2.2.6 Sistemas Escalonados

O estudo dos sistemas escalonados e dos métodos utilizados para que um sistema
possa ser representado nesta forma é o foco principal deste trabalho. Os métodos utilizados
pelos autores guiaram a construcao dos aplicativos apresentados neste trabalho que
posibilitarao aos professores e alunos a efetiva compreensao dos métodos através de
ferramentas que oferecem interatividade, clareza e maior rapidez no aprendizado.

Todos os autores iniciam a exposicao do conceito de sistema escalonado a partir de
um sistema ja na forma escalonada e a explicacao de obtencao da solucao ja é iniciada

atraves da substituicao.

Figura 16 — Sistema Escalonado

X—2¢TF E= -5
Seja o sistema escalonado: y+2z= -3
3z= —6

Fonte: (IEZZI, 2016)



48 Capitulo 2. Revisao da Literatura

A seguir é apresentado um sistema onde o ntimero de equacoes é menor do que o
numero de incognitas e é realizada a solucao utilizando-se o parametro a. A exposi¢ao
¢ muito apressada, superficial e exige que o estudante possua muita pratica para que a
explicacao faca o sentido pretendido. Esta passagem acrescenta muito pouco ao processo
de aprendizagem dos alunos e a subsegao seguinte é que consegue desenvolver um método

que ¢é possivel de ser seguido pelos alunos.

2.2.6.1 Escalonamento

Define-se com os alunos que dois sistemas sao equivalentes se possuem a mesma
solucao. O professor pode dar exemplos, verificar as solucoes para reforcar a veracidade
da definicao.

Passamos agora a dois conjuntos de regras:

e introducao das trés regras conhecidas como operacoes elementares

e roteiro do escalonamento de um sistema

Vamos analisar cada um detalhadamente.

Figura 17 — Operacgoes Elementares

1. Multiplicar por k, k € R*, os dois membros de uma equacao qualquer do
sistema.

IT. Substituir uma equacao do sistema pela soma dela, membro a membro,
com alguma outra equacao. Cada uma dessas equacdes pode ou nao
estar previamente multiplicada por um ndmero real ndo nulo.

III. Trocar a posicao de duas equacdes do sistema.
Fonte: (IEZZI, [2016])

E fundamental que os alunos desenvolvam a habilidade de entender os simbolos
matematicos e seus significados. Nesta etapa, o uso do R* deve ser cuidadosamente
explicado. B preciso que todos entendam que pode-se multiplicar uma equagao por
qualquer ntimero real, exceto o 0 (zero). E indicado que o professor multiplique uma
equagao por zero e mostre para a classe o resultado de tal operacao e suas consequéncia
para o sistema.

A operacao III é nova para os alunos, as outras ja sao conhecidas da resolucao dos
sistemas 2x2 desde o 8° Ano.

O objetivo aqui é garantir que os alunos possuam tranquilidade e confianca na
aplicacao das propriedades com qualquer equacao com que venham a se deparar nos

exercicios.
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E sugerido que exercicios apenas de aplicagao das propriedades sejam realizados,
que as solucoes sejam testas apds as aplicagoes e que os sistemas equivalentes sejam conti-
nuamente verificados. Os autores optaram por realizar todo o processo de escalonamento

e iniciar suas listas de exercicios ja com sistemas para serem escalonados.

Figura 18 — Roteiro de Escalonamento

Para escalonar um sistema linear qualquer, vamos seguir o roteiro abaixo.
19) Escolhemos para a 12 equacao aquela em que o coeficiente da 12 incognita
seja nao nulo.
Se possivel, fazemos a escolha para que esse coeficiente seja igual a — 1
ou 1, pois os célculos ficam, em geral, mais simples.

29) Anulamos o coeficiente da 12 incognita das demais equacdes, usando o
procedimento II citado acima.

39) Fixamos a 12 equacao e aplicamos os dois primeiros passos com as equa-
cOes restantes.

429) Fixamos a 12 e a 22 equacdes e aplicamos os dois primeiros passos nas
equacdes restantes, até o sistema ficar escalonado.

Fonte: (IEZZI, 2016)

O roteiro de escalonamento ¢ a base da ferramenta desenvolvida no Geogebra para
auxiliar os alunos e professores a obterem o maximo de familiaridade com o processo.

Vamos acompanhar um exemplo passo a passo.

Figura 19 — Sistema de Exemplo

a+ 2b+ 3c= 260
2a+ b+ c= 150
4a + 3b+ ¢ = 290

Fonte: (IEZZI, 2016)

Como primeiro passo é preciso verificar se é necessaria a troca de equagoes de
acordo com a regra 11T da figura[I7] Neste exemplo a troca nao é necessaria. A troca é
necessaria se o coeficiente de a na primeira equagao for nulo.

Outra opcao é realizar a troca mesmo se o coeficiente de a nao for nulo mas se
houver na segunda, ou na terceira equacao, um coeficiente de a que seja 1 ou -1. Neste
caso a troca é opcional mas é indicada.

Apods esta primeira verificacao e apos a troca de equacao, se realizada, passamos
ao segundo passo do roteiro. Vamos agora fazer operagoes elementares com o objetivo de

anular os coeficientes de a tanto da segunda quanto da terceira equacao do sistema.
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Para isso vamos multiplicar a primeira equacao por -2 e entao somar, termo a
termo, o resultado obtido a segunda equacao. No resultado da some o coeficiente de a
passa a ser 0 (zero) e ndo é mais indicado no sistema. passamos a ter a segunda equagao

apenas com as incognitas b e c.

Figura 20 — Anulando o coeficente de a na segunda equacao

—%d—4b—6c=—520
a+ b+ c= 150 @

= S Re =30

Fonte: (IEZZI, [2016])

O mesmo procedimento é entao aplicado para a terceira equacao. No caso vamos
multiplicar a primeira por -4 e somar o resultado com a terceira. Assim o coeficiente de a

na terceira equagao serd 0 (zero) e nao é mais indicado no sistema.
Figura 21 — Anulando o coeficente de a na terceira equagao
—?— 8b — 12c¢=-1040

a+3b+ c= 290 0@
—5b— 11c= —750

Fonte: (IEZZI, [2016])

O sistema do exemplo, neste ponto é representado por:

Figura 22 — Primeiro Sistema Equivalente

a+2b+ 3c= 260
—3b— 5c=-370
—5b — 11c= —-750

Fonte: (IEZZI, [2016])

Agora, de acordo com o terceiro passo do roteiro, fixamos a primeira equacao e
repetimos o processo anterior com a segunda e a terceira. Na pratica isto equivale dizer
que a primeira equacao nao participa mais dos processos e que vamos considerar apenas
as outras duas. Devemos verificar o coeficiente de b para que seja feita a troca de linhas
caso seja nulo e vamos entao realizar a operagao elementar a fim de anular o coeficiente de
b na terceira equagao.

Neste caso do exemplo, temos —3b na segunda e —5b na terceira e entao duas

opgoes:
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e podemos multiplicar a segunda por %5 0 que nos levaria ao nimero 5 como coeficiente

de b mas criaria fragoes em todos os outros termos da equacao,

e ou multiplicamos a segunda por 3 e a terceira por —5 o que proporciona a que a

soma das equagoes resultantes anule o coeficiente de b.

As duas opc¢oes igualmente eficientes mas os alunos demonstram preferéncia pela

segunda opg¢ao normalmente por falta de familiaridade com trabalho com fragoes.

Figura 23 — Operagoes entre a 2* e a 3* equagoes

—1%— 33¢=—2250
19b + 25c= +1850 (D
—8c= -—400

Fonte: (IEZZI, 2016))

Assim o sistema do exemplo esta representado por um sistema equivalente em sua
forma escalonada. Os alunos devem entender, e alguns professores usam a imagem de uma
escada para ilustrar o conceito, que um sistema escalonado é aquele que se a primeira

equacao possui trés incoginas, a segunda possui duas, etc.

Figura 24 — Sistema Escalonado

a+ 2b+3c= 260
—3b—5c=-370
—8c=-400

Fonte: (IEZZI, 2016)

Existem variacoes entre ntimeros de equacgaoes e incognitas mas o processo de
escalonamento é o mesmo. O que muda é a forma de enunciar a solucao e, como o uso de
parametros nao é de conhecimento dos alunos do 2° Ano do Ensino Médio é recomendével
que os primeiros exemplos sejam mais simples e sistemas 3x3 sao os mais indicados para a
pratica do processo de escalonamento.

Os alunos devem entender também que o escalonamento nao é a solugao do sistema
e sim uma ferramenta que possibilita a obtencao dos valores de solucao para cada uma
das incognitas. Assim apods cada escalonamento é necessario buscar os valores através
das substituicoes da terceira para a primeira equacao. Neste ponto é que se tornam
mais significativas as escolhas que foram feitas para anular os coeficientes, se foram feitas
escolhas que resultaram em fragoes, pois na substituicao os alunos com menos familiaridade

tendem a cometer erros de calculo.
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Figura 25 — Substituicgoes

- na 3% equacado — ¢ = 50;
na 22 equagdo — —3b — 5-50= -370= —3b = —-120=b = 40;
na 12equacdo —a +2-40 + 3-50 =260 = a + 230 = 260 = a = 30.
Fonte: (IEZZI, 2016)

O autor resolve alguns exemplos de escalonamento e substituicao tendo o cuidado
de incluir sistemas com nimeros diferentes de solugao e representacoes geométricas. E
definido no texto que o sistema linear, apds escalonado, que tiver o mesmo nimero de
equacoes e incdgnitas é possivel e determinado. Da mesma forma, define-se que um sistema
escalonado onde o nimero de incognitas é maior do que o nimero de equagoes é possivel e
indeterminado.

O modo como o autor classifica os sistemas escalonados nao aborda os sistemas
impossiveis e ndo faz um resumo objetivo da classificacdo. Em (PAIVA| 2002) encontra-se

uma classificacao que é mais adequada.

Figura 26 — Classificacao dos Sistemas Lineares

Generalizando, a Ultima linha de um sistema escalonado:
G Xn— K
em que a, € o coeficiente, x, € a incognita e k, € o termo independente, podemos ter trés situacoes:
» se a, 7 0, entdo a solucdo é unica: sistema possivel e determinado;

» se g, = 0 e k, = 0, entdo temos infinitas solucoes: sistema possivel e indeterminado;

s sea, = 0ek, # 0, entdo nao temos solucoes: sistema impossivel.

Fonte: (PAIVA| 2002)

O que é necessario que os alunos entendam do quadro anterior é que devemos

primeiro escalonar o sistema e entao analisar a ultima equacao. Assim:

e no primeiro caso o coeficiente da incognita, chamada pelo autor de a,, é diferente
de zero e entao é possivel realizar as substituicoes para obter os outros valores das

outras incégnitas e o sistema é possivel e determinado

e no segundo caso, se na iltima equacao temos a,, = 0 e k, = 0 o aluno deve entender
que qualquer valor de z,, satisfaz esta tltima equacao, logo existem infinitas solugoes

e o sistema é possivel e indeterminado

e 0 sistema ¢ classificado como impossivel se, na ultima equacao, tivermos a, =0 e

k, # 0 pois nenhum valor de z,, pode satisfazer a equacao.
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Uma observagao muito importante sobre esta forma de classificacao é que é necessario
completar o sistema caso equagoes estejam faltando. A classificagao funciona apenas se
considerarmos sistems de n equagoes e n incégnitas. Listamos na préxima imagem um
exemplo de sistema 3x3 e dois sistemas incompletos (a esquerda) onde a versao necessitou

ser completada e os sistemas completados (a direita).

Figura 27 — Exemplos de Sistemas completados para classificagao

x—2y+5z2=17
3y+2z=1
4z=28

.2t Tx,—=
ou 4x,+5x; =—4

Ox; =0

3%, — i, =1
4x,+5x;, =—4

X2y Zv =9

x=2y+z+t=9 | Oy+4z+5t=10
47 +5t =10 0z+0t=0
0t=0

Fonte: (PAIVA| 2002)

Apoés treinar o método de escalonamento e também da obtencao da solucao os
alunos estao prontos para praticar com os exercicios propostos nos livros.

Todos os autores optaram por incluir exercicios de fixacao, onde é necessario
escalonar o sistema e obter a solugao, e exercicios contextualizados, chamados de situagoes-
problema, que sao aqueles onde ¢é apresentada uma situacao que quando traduzida em

equagoes, resulta em um sistema linear que pode ser escalonado.

E indicado que os alunos pratiquem com exercicios de fixacao para se acostumarem
cOM O Processo e suas regras mas, é necessario que os professores dediquem mais tempo
na solugao das situagoes-problemas pois, além de exigirem do aluno a tradugao, sao estas

as que sao cobradas em vestibulares, concursos e no ENEM.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM]| [2019), é a maior avaliagdo nacional
composta exclusivamente com contetido do Ensino Médio. A nota obtida pelo aluno é
utilizada como classificacao para acesso por universidades brasileiras através do Sistema
de Selegao Unificada (SISU| 2019). Por esta razao, é muito importante para os alunos
o conhecimento do tipo de exercicio utilizado pelos elaboradores da avaliacao. Entre os

autores analisados, apenas (DANTE] 2016) oferece exercicios de vestibulares nas listas de
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exercicios propostos e uma segao especifica para analisar a matriz do Enem que engloba a

solugao de sistemas linares

Nas figuras [28] e [31] ilustramos exercicios que fizeram parte das avaliacoes

nos ultimos dois anos.

Figura 28 — ENEM 2* Aplicagao - 2° Dia 2017

Uma empresa de enitregas presta servigos para
outras empresas que fabricam e wendem produtos.
Os fabricantes dos produtos podem contratar um entre
dois planos oferecidos pela empresa que faz as entregas.
No plano A, cobra-se uma taxa fixa mensal no valor
de R$ 500,00, além de uma tarifa de R$ 4,00 por cada
quilograma enviado (para qualquer destino dentro da
area de cobertura). No plano B, cobra-se uma taxa fixa
mensal no valor de R$ 200,00, porém a tarifa por cada
guilograma enviado sobe para R$ 6,00. Certo fabricante
havia decidido contratar o plano A por um periodo de
6 meses. Contudo, ao perceber que ele precisara enviar
apenas 650 guilogramas de mercadoria durante todo o
periodo, ele resolveu contratar o plano B.

Qual alternativa avalia corretamente a decisdo final do
fabricante de contratar o plano B?

0 A decisdo foi boa para o fabricante, pois o planc B
custara ao todo RS 500,00 a menos do que o plano A
custaria.

@ A decisdo foi boa para o fabricante, pois o planc B
custara ao tedo RS 1 500,00 a menos do que o plano A
custaria.

® A decisdo foi ruim para o fabricante, pois o planc B
custara ao todo RS 1 000,00 a mais do que o plano A
custaria.

® A decisdo foi ruim para o fabricante, pois o plano B
custara ao todo R$ 1 300,00 a mais do que o plano A
custaria.

@ A decisdo foi ruim para o fabricante, pois o plano B
custard ao todo R$ 6 000,00 a mais do que o plano A
custaria.

Fonte: (INEP)
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Figura 29 — ENEM 1* Aplicagao - 2° Dia 2018

QUESTAO 168

Durante uma festa de colégio, um grupo de alunos

organizou uma rifa. Oitenta alunos faltaram & festa e ndo
participaram da rifa. Entre os que compareceram, alguns
compraram trés bilhetes, 45 compraram 2 bilhetes, e
muitos compraram apenas um. O total de alunos gque
comprou um Gnico bilhete era 20% do numero total de
bilhetes vendidos, e o total de bilhetes vendidos excedeu
em 33 o numero total de alunos do colégio.

Quantos alunos compraram somente um bilhete?

PO

34
42
47
48
79

Fonte: (INEP)

Figura 30 — ENEM 2* Aplicagao - 2° Dia 2017

Chegando aoc destino de uma mesma viagem, os
turistas X e Y alugardo, cada um deles, um carro. Fizeram,
previamente, cotagbes com as mesmas trés locadoras
de automoveis da regido. Os valores dos aluguéis estdo
representados pelas expressbes dadas no guadro, sendo
K o nimero de quildmetros percorridos, e N o ndmero de
diarias pagas pelo aluguel.

Valor cobrado, em real,
pelo aluguel do carro

I 100N+08 K
1l TON+12K

Empresa

1] 120N+ 06 K

O turista X alugara um carro em uma mesma locadora
por trés dias e percorrera 250 km. Ja a pessoa Y usara o
carro por apenas um dia e percorrera 120 km.

Com o intuito de economizarem com as locagbes dos
carros, e mediante as informagdes, os turistas X e Y
alugarao os carros, respectivamente, nas empresas

lell

lelll.
Iell
Ielll.
el

Fonte: (INEP)

PO
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Figura 31 — ENEM 2* Aplicacao - 2° Dia 2017

QUESTAD 137 e

O governo decidiu reduzir de 25% para 20% o teor de
alcool anidro misturado a gasolina vendida nos postos do
pais. Considere gue a média de desempenho, ou seja,
a quantidade de quildmetros (km) que um carro anda
com 1 litro de combustivel, @ diretamente proporcional a
porcentagem de gasolina presente no combustivel, e que
a média de desempenho de um carro antes da decisao do
governo era de 13,5 km/L.

Mas condigbes do texto, qual sera a estimativa da média
de desempenho apés a reducdo de alcool anidro no
combustivel?

10,80 kmvL
12,65 kmvL
12,82 kmfL
14,15 km/L
14,40 km/L

Fonte: (INEP!

PeRO

2.3 Ensino Ludico De Sistemas Lineares

A palavra lidico é um adjetivo derivado do latim [udus que remete para a ideia de

jogos e divertimento, (MICHAELIS| 2019)). Nas escolas de ensino fundamental utiliza-se a

expressao ensino ludico quando a intengao é apresentar uma atividade que proporcione
aos alunos uma oportunidade de aprendizagem de certo conteido através de alguma

brincadeira ou atividade pratica.

Figura 32 — 1* Situacao Problema de Sistema Linear 2x2

B Em um estacionamento ha carros e motos
num total de 12 veiculos e 40 rodas.

ESTACIONAMENTO

a) Indique no caderno a quantidade correta
de carros e motos.

Fonte: (ANDRINTI, 2012)

Os autores de livros didaticos do ensino fundamental procuram contextualizar
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alguns exercicios nos seus textos com a intencao de que os alunos se identifiquem com
aquela situagao como cotidiana e entao desta identificacao é esperado que o aprendizado
do conteudo ocorra com maior facilidade. As situacoes apresentadas nos exercicios sao
elaboradas de forma que os alunos consigam visualizar o cenario e imaginem a si mesmos

resolvendo o problema.

Figura 33 — 2* Situagao Problema de Sistema Linear 2x2

m Veja a situacao:

Ihestiaghes: lhestia Carloon

Quantos livros tem cada aluno?

Fonte: (ANDRINT, 2012)

Apos a solucao de alguns exercicios introdutérios, os autores passam aos exercicios
chamados de ezercicios de fixragcdo onde nao ha situacao, apenas as equagoes para obter o
valor da solucao.

Entendemos que os exercicios contextualizados podem ser realizados na pratica, em
forma de licao de casa. Os alunos podem ser incentivados a irem em um estacionamento,
obter uma foto do local e entao realizar a contagem de veiculos e rodas. Entao a situagao
6 apresentada como exercicio na sala. E desta forma que um contetdo é considerado como
ensino lidico nas escolas estaduais de Sao Paulo atualmente.

Os alunos do Ensino Médio ja possuem capacidade para lidar com situagoes mais
complexas e sao avaliados de acordo com esta capacidade, como ja mencionado nos
exercicios que fizeram parte do ENEM, de acordo com as figuras e

O contetudo de sistemas lineares pertencente ao Ensino Médio também possui um
tipo de atividade ludica difundida nas redes sociais atualmente que é apresentada sob
forma de desafio sem qualquer mencao ao termo sistema linear. A seguir mostramos
varios exemplos retirados de redes sociais, salientando que a fonte nao é possivel de ser

determinada e os autores da publicagoes nao podem ser identificados.
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Ressaltamos que as equagoes que podemos definir a partir das figuras nao configuram

um sistema linear como definido nos livros, as imagens apresentam desafios que podem

ser inicialmente resolvidos através da técnica de escalonamento e entao os valores sao

aplicados a ultima equacao para a determinacao da solucao.

Figura 34 — 1° Desafio de Sistema Linear

Fonte: Redes Sociais, 2019

As equagoes que podemos definir a partir da figura [34] sao:

3r = 60

x4+ 2y =26

y+22=15

x4+ (y.z) =7

(2.8)

(2.9)

Da equacao [2.6] temos que x = 20, valor que pode ser substituido em e leva a

y = 3 e substituindo o valor de y em [2.§ calculamos que z = 6.
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Entao em utilizamos os valores determinados para cada incognita pra concluir
que ? = 28. Ressaltamos que este nao é um sistema linear como apresentado nos livros
mas ¢ um exercicio que ¢ resolvido utilizando partes do algoritmo de escalonamento de
sistemas lineares. Desde que tomados os devidos cuidados este exercicio pode ser resolvido

com o auxilio da ferramenta desenvolvida neste trabalho no ambiente do Geogebra 5.

A figura |35| representa outro desafio divulgado na internet mas que possui todos os
elementos necessarios para ser resolvido através da técnica de escalonamento de sistemas
lineares. Podemos observar que a imagem apresenta trés situagoes com trés frutas, o que
podemos traduzir matematicamente como trés equagoes com trés incégnitas ou um sistema

linear 3x3.

Figura 35 — 2° Desafio de Sistema Linear

® WO ¥
® o oo

S DD D

Il ;;{ I

R% 8, J ‘-ES ?.ﬂg
5

14,00 J
Fonte: Redes Sociais, 2019

As equagoes resultantes da traduagao da imagem sao:

r+y+z2=06 (2.10)
2 4y + 32 =14 (2.11)
T+2y+2="7 (2.12)

A seguir apresentamos outros exemplos encontrados na Internet sem a anélise
detalhada de solugao em cada caso. Os exemplos guardam de semelhancas entre si que ja

foram comentadas nos exemplos anteriores.
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Figura 36 — 3° Desafio de Sistema Linear

Fonte: Redes Sociais, 2019

Figura 37 — 4° Desafio de Sistema Linear
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Fonte: Redes Sociais, 2019
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Figura 38 — 5° Desafio de Sistema Linear

o - 82
:J] + J + ;Ji=42

Fonte: Redes Sociais, 2019

Figura 39 — 6° Desafio de Sistema Linear

QUAL E A RESPOSTA?

T+%+% =60
¥+ ® +8 =30
¥- 4 =3

c N x® =

Fonte: Redes Sociais, 2019
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2.4 Referencial Bibliografico

Faremos mencao somente a trabalhos que utilizaram o software geogebra para

auxiliar no ensino de sistemas linerares.

24.1 SAO PEDRO

O trabalho de (SAO PEDRO, 2016) ressalta a necessidade de atualizacao tecnolégica
que as escolas devem buscar para oferecer melhor qualidade de ensino aos alunos desta
geracao que sao altamente conectados. O autor afirma que o aluno sente a necessidade de
ver na escola o mesmo nivel tecnoldgico que é parte do seu cotidiano em outros contextos
sociais. Por esta razao o trabalho defende o uso de softwares matematicos em sala de
aula e escolhe como objetvo de estudo o escalonamento de um sistema linear utilizando o
software Geogebra.

E apresentado o referencial teérico de Matrizes e Determinantes ao nivel de graducao,
onde o escalonamento ¢é realizado através de operacoes elementares entre linhas mas,
realizadas na matriz associada ao sistema. O trabalho apresenta exemplos de resolugao
por pivotamento e também utiliza o teorema de Rouché-Capelli.

Entao ¢ apresentado um capitulo de introducao ao Geogebra, com imagens ilustra-
tivas e uma explicacao detalhada de cada janela bem como exemplos simples de utilizacao
envolvendo criacao de matrizes, transpor matrizes, inversa, posto de uma matriz, entre

outros, tudo realizado através de comandos do software, calculado de forma automaética.

Figura 40 — Area de trabalho do Geogebra
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ENTRADA DE COMANDOS ‘1 =

Bk

Fonte: (SAO PEDRO), 2016)
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O autor apresenta entao diversos exemplos resolvidos passo a passo, ilustrados,
onde utiliza-se de todo o poder de computagao do software. E criado um algoritmo para a
resolucao através de pivos para um sistema 5x5 e o processo é amplamente ilustrado e

detalhadamente explicado.

Figura 41 — Célculo do Determinante D,

7 GeoGebra
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3

Fonte: (SAO PEDRO, 2016)

O autor entretanto nao utiliza os métodos de construcao dinamicos encontrados no
software Geogebra. Todos os exemplos sao resolvidos sem que acontega interagao durante
0 processo, os valores sao inseridos, um determinado comando é acionado e o resultado é
apresentado na janela correspondente. Em suas consideracoes finais, o autor afirma que
é possivel criar ferramentas dentro do préprio software, sendo esta a principal diferenca

entre este e o nosso trabalho.

Acreditamos, como afirma o autor, que a utilizacao do Geogebra desta forma em
sala de aula ja é um enorme avango quando comparado ao método tradicional de giz e
lousa. Também concordamos que é necessario que os docentes se familiarizem com novas
opcoes de ensino, que busquem sempre melhorar sua formacao e assim tenham a sua
disposi¢ao um ntmero cada vez maior de ferramentas que podem tornar as aulas mais

dinamicas e entao proporcionar aos alunos melhores oportunidades de aprendizado.
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2.4.2 SANTANA

(SANTANA, 2015) fundamenta o objetivo do seu trabalho ao afirmar que apds
levantamento bibliografico dos livros didéticos disponiveis no mercado, constantou que em
nenhuma obra é abordada a solucao geométrica para sistemas lineares 3x3.

O autor dedica um capitulo ao estudo do novo papel desempenhado pelo professor
nesta época de acesso a tecnologias desenvolvidas para o ensino, ressaltando o papel deste
como mediador entre o conhecimento e o aluno de forma a facilitar a aprendizagem ao nao
expor completamente o conteido mas, fornecendo informacgoes para que o aluno construa
seu proprio conhecimento.

E apresentada uma resumida explicacao do Geogebra 3D e o trabalho passa para uma
analise histérica de matrizes, determinantes e sistemas linares seguida por um referencial
tedrico dos conteidos, novamente a nivel de graduagao.

O autor utiliza o software Geogebra, para gerar graficos das retas de sistemas 2 x 2
e planos de sistemas 3 x 3. Ele faz uma interpretagao geométrica através da analise das
posicoes relativas de: duas retas no plano e de trés planos no espaco. Veja os exemplos
retirados de sua dissertacao.

1) Seja dado o sistema linear 2 x 2

g { r—3y=4
20 — 6y =1
geometricamente sao duas retas paralelas. Veja a figura abaixo que consta na dissertagao
dele.
Para os sistemas de equagoes lineares 3x3, propos a analise da posigao relativa de
trés planos no espaco utilizando o software GeoGebra 3D. Veja o exemplo tirado de sua

dissertagao

2) Seja dado o sistema linear 3 x 3

r—y+z=1
S:iq 3r—3y+32=3
—r+y+z=3

geometricamente sao duas retas paralelas. Veja a figura abaixo que consta na dissertacao
dele.

E realizada a anélise e explicacao de diversas solucgoes geométricas de diferentes
tipo de sistemas mas, o método de solugao através do Geogebra nao é utilizado. O texto
apresenta o enunciado dos sistemas e na ilustracao correpondente, o grafico da solugao.

O trabalho apresenta um método pratico para a determinacao da posicao relativa
entre trés planos a partir de vetores normais e colineares. Ressaltamos que por ser um

trabalho voltado para ser utilizado no Ensino Médio, estas técnicas nao se aplicam.
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Figura 42 — Retas paralelas distintas
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Figura 43 — Dois planos coincidentes e o terceiro os intersecta segundo uma reta
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Fonte: Santana, 2015

Ha um capitulo que apresenta algumas sugestoes de criacao de atividades para sala
de aula, mas nao desenvolve nenhum exemplo passo a passo ou ilustrado no texto.

Na conclusao, o autor afirma que os problemas atuais de sistemas linares sao
problemas numéricos de grande aplicacao no cotidiano, que sua resolucao € sistemaética
e de regras simples, sem complexidade algébrica e que por estas razoes é que podem ser

iniciados ainda no Ensino Fundamental, sendo o seu estudo completado ao final do Ensino
Médio.
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2.43 BOCCARDO

O trabalho de (BOCCARDO, 2017) comega com uma fundamentagao tedrica de
Matrizes, Determinantes e Sistemas lineares a nivel de graduacao. E realizada uma
explicacao das solucgoes dos sistemas do ponto de vista geométrico, onde o autor indica
que o software Geogebra foi utilizado com a funcao de fazer as construgoes geométricas
para cada exemplo. Sao apresentados exemplos de todos os tipos de solugao para sistemas

2x2 e 3x3, cada um com a devida ilustracao geométrica da solugao.

Figura 44 — Tlustragao da solugao geométrica de um sistema 2x2

x—y=10

Fonte: (BOCCARDO, [2017)

Figura 45 — Ilustragao da solugao geométrica de um sistema 3x3

Fonte: (BOCCARDO, [2017)

Ressaltamos que a utilizagao do Geogebra neste trabalho é apenas para a construcao
dos graficos. O autor nao apresenta ilustragoes do processo de digitacao dos coeficientes

ou da resolugao do sistema, apenas da solucao.
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O trabalho segue entao para uma andlise dos documentos que regulamentam o
ensino deste contetido nas escolas. E citado e explicado o PCN, Parametro Curricular
Nacional sem que seja citado de qual ano é o documento ou mesmo citagao bibliografica
do mesmo. Também sao citadas as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio de 2006,
que nao comentaremos aqui por ser um documento que nao esta mais em uso.

O autor analisa também o Curriculo Oficial de Sao Paulo, de 2012, que também
nao estd mais em uso, e, nestes documentos encontra as justificativas para o ensino de
Sistemas Lineares tanto no Ensino Fundamental quanto no Médio, sua importancia dentro
do curriculo de Matemaética e dentro do contexto social que se espera da escola, ao preparar
o aluno para o convivio em sociedade e para o trabalho.

O trabalho ainda analisa a Matriz de referéncia do SARESP e as Recomendacgoes
para as AAPs (Avaliacao de Aprendizagem em Processo) oferecidas pelo governo do
Estado de Sao Paulo, aos alunos de Matematica e Lingua Portuguesa em todas as séries
do Fundamental e Médio, trés vezes por ano.

Da mesma forma que os documentos anteriores, nao faremos uma analise detalhada
de cada caso pois os documentos ja foram substituidos por versoes mais recentes.

O terceiro capitulo do trabalho apresenta varios exercicios resolvidos, retirados
de fontes que vao desde vestibulares como a Fuvest até questoes do ENA do Profmat.
Em nenhuma das resolucoes dos exemplos foi colocada a interpretacao geométrica da
solucao. Em uma segunda secao, é apresentada a interpolacao polinomial e entao o
trabalho apresenta diferentes ilustracoes criadas no Geogebra para determinados exemplos

analisados pelo autor.

Figura 46 — Grafico de um polinomio de grau 3

Fonte: (BOCCARDO) 2017)

O trabalho termina com alguns problemas ilustrados de otimizagao e propostas
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para elaboracao de aulas de resolucao de sistemas lineares.

Queremos destacar que no nosso trabalho, diferimos dos outros ja publicados, quanto
a forma de utilizar o software Geogebra. Como citado neste referencial bibliografico, existem
trabalhos que fizeram estudos completos tanto do método de resolugao, como interpretacoes
geométricas e analise de documentacao de curriculo. Neste trabalho, foi construida uma
ferramenta dentro do software para auxiliar no ensino de sistemas lineares para o ensino
basico. Esta ferramenta foi elaborada a partir dos métodos utilizados pelos livros didaticos
indicados pelo MEC e sua premissa ¢ a interatividade. Em cada passo do processo, é o
aluno que escolhe qual operacao realizar e qual valor sera utilizado. O processo entao vai
sendo construido pelas escolhas de cada aluno mas o resultado final é sempre o mesmo.

Foram construidos avisos especificos mostrando se determinada escolha é correta ou
nao mas nenhum célculo automatico é realizado pelo Geogebra. Tudo é responsabilidade
do aluno, que aprende quando um determinada escolha foi incorreta e entao é preciso

buscar uma opg¢ao que seja correta, sem nenhum auxilio do software.
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Material e Método

Neste trabalho utilizamos os recursos de construgao presentes no Software Geogebra

Classic 5.0 para a criagao de uma ferramenta de sistemas lineares que torna possivel ao

professor e aos alunos participarem efetivamente do processo de escalonamento desde a

escolha dos coeficientes do sistema, passando pela escolha dos valores que serao usados

para multiplicar as equacoes, realizando as somas que visam o cancelamento das incognitas

e conluindo com a obtencao da solugao.

Utilizaremos um sistema linear como exemplo para ilustrar os métodos de construgao.

O sistema escolhido ¢ encontrado em (DANTE], 2016) e ¢ apresentado na figura 47 Ao

final deste capitulos apresentamos alguns exemplos de utilizacao, em diferentes tipos de

sistemas. A ferramenta, em sua versao mais recente, pode ser acessada através do endereco:

https://www.geogebra.org/u/gbofrc

a)

Figura 47 — Exercicio resolvido usado na construcao da aplicagao

x+2y+ z=7-(-2) -(3

2x+Ty+ z=21
—3x—5y+27=-8 T+

Para anular os coeficientes de x na 22 e na 32 equacdes, podemos:
» multiplicar a 12 por —2 e somar com a 22
= multiplicar a 12 por 3 e somar com a 32

» Depois, podemos trocar as posicées das duas Gltimas equacdes para que o coeficiente de y seja 1
na 22 equacao.

x+2y+ z=1 (x+2y+ 2= 17 x+2y+ z=1 S %
3y—z=17 = 4 y+5z=13 - (—3) = y+ 5z2=13 | £ convenierte mas nio cbrigatério,
il AL que o 1# poeficiente da equacio que
y+5z=13 l 3y—z=1 + —16z2=-32 = vajsermultiplicada sejalou —1

O sistema obtido esta escalonado e é equivalente ao sistema dado.
Podemos agora resolver:
o 532 o
e
y+5-2=B=y=13-10=3

1x+2-3+2=T=x=7—6—2=—1

Sistema possivel e determinado, com § = {(—1, 3, 2)}.

Fonte: (DANTE, 2016)
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3.1 Material

3.1.1 Construcao do Aplicativo no Geogebra

No caso dos sistemas 3x3 é comum definirmos as varidveis como z, y e 2z e 0s
coeficientes como ay1, a2, ..., b3z conforme visto na fundamentacgao tedrica. Nosso primeiro
passo para a construcao da aplicacao é fazer com que o usuario possa inserir o valor de

cada coeficiente no software Geogebra e entao possa realizar as operagoes necessarias.

Figura 48 — Tela inicial em branco do Geogebra Classic 5.0

» Janela de Algebra B4 | » Janela de Visualizagio =]

Entrada

Fonte: Do Autor, 2019

Comegamos com um arquivo em branco como mostrado na figura 48 No Geogebra
ao digitarmos all na barra de entrada e pressionarmos a tecla Enter, é criada uma varidavel
que recebe no nome de a;; e um controle deslizante aparece na tela para que possamos
alterar o valor da variavel ao deslizarmos o controle para a direita ou para a esquerda. Por
defini¢ao o valor fica restrito ao conjunto dos nimeros reais no intervalo [-5,5] e entao é
preciso acessar a janela Propriedades, clicando com o botao esquerdo sobre o Controle
Deslizante ou sobre a entrada a;; na Janela da Algebra, para fazer uma mudanca na aba

Controle Deslizante, apagando os valores -5 e 5, para que o software aceite qualquer valor

real.
Este processo é realizado uma vez para criar uma variavel para cada um dos
coeficientes a1, ais, ..., b31. Na janela da algebra, conforme a figura [49| temos a indicagao

de que todos os coeficientes estao agora representados por uma variavel e que seu valor

inicial é 1.
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Figura 49 — Criacao da variavel aqq
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Fonte: Do Autor, 2019

O préximo passo é utilizar a ferramenta Campo de Entrada cuja funcao é inserir
na tela uma caixa onde o utilizador vai digitar o niimero corresponde ao valor de cada
coeficiente de cada uma das equagoes do sistema a ser escalonado. A figura [50|ilustra o

processo para a criacao da caixa para a variavel aq;.

Primeiro selecionamos a ferramenta Campo de Entrada no Menu e entao ao clicarmos
em um ponto na janela de visualizacao, uma caixa de didlogo é exibida para que seja

escolhido o nome da legenda e também o objeto vinculado ao campo.

Conforme observado na caixa de didlogo, a legenda é o nome que acompanhara a
caixa e o objeto vinculado é uma das varidveis ja criadas que é entao associada ao campo
que estamos criando. Assim que definidos os dois parametros, pressionando OK a caixa de
didlogo da lugar ao Campo de Entrada na janela do Geogebra. O usuario entao, ao digitar
um valor no campo e pressionar a tecla Enter este valor digitado é definido como o valor
da variavel.O valor pode entao ser utilizado tanto em fungoes como na planilha existente

no Geogebra.

Na janela de propriedades da caixa, faremos uma alteracao na aba estilo para
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diminuir a caixa de entrada para 5 digitos ao invés dos 20 definidos por padrao.
Este processo é realizado uma vez para cada variavel criada e as caixas de entrada
sao organizadas na forma da matriz extendida associada ao sistema. Ao final a janela de

visualizacao estd como mostrado na figura

Figura 50 — Criacao das caixas de entrada
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Fonte: Do Autor, 2019

E importante salientar que o valor inserido em cada campo de entrada é um nimero
real. Nao sao aceitas letras e a digitacao de fracoes, raizes, poténcias e decimais obedece

as seguintes regras:

e numeros decimais sao digitados utilizando ponto ao invés da virgula. Exemplos:
1.25, 3.14.

2
e Fragoes sdo digitadas utilizando o simbolo /. Assim a fragao 3 escreve-se 2/3

e poténcias sao digitadas da seguinte forma: Digita-se o nimero da base, depois o

acento circunflexo e entao o expoente.
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e raizes sao inseridas como poténcias de expoente fracionario. O Geogebra nao possui

a visualizacao adequada para raizes.

Figura 51 — Caixas de entrada dispostas em ordem

a ! a1 GIE byq !
a1l A, 1 Aoz ! by 1
T dg 1 a5 1 bay 1

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 52 — Criacao do retangulo cinza de destaque
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Fonte: Do Autor, 2019

Depois de alinhar devidamente cada caixa de entrada, optamos por criar um

retangulo cinza que realce determinadas areas do restante da janela de visualizacao. A
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criagao do quadro cinza, presente em todas as etapas da construgao neste trabalho, segue

o processo apresentado nos itens abaixo e ilustrada na figura 52| e

Foram criados quatro pontos P1, P2, P3 e P4 que sao os vértices do retangulo.
Com a ferramenta Poligono, ao clicar em cada ponto ¢ desenhado um poligono na tela,
inicialmente em marrom com transparéncia baixa. Clicando-se com o botao direito do
mouse no retangulo, é aberta a caixa de propriedades, onde mudamos a cor e definimos a

transparéncia para 100.

Figura 53 — Criacao do retangulo cinza de destaque
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Fonte: Do Autor, 2019
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Para finalizar a construcao do retangulo optamos por nao exibir os pontos dos
vértices, para isso basta clicar no ponto com o botao esquerdo e desmarcar a opcao Exibir
Objeto. Assim o retangulo de realce agora contém os campos de entrada com as legendas

das varidveis vinculadas. O aspecto da janela de visualizacao é mostrado na figura

Figura 54 — Caixas de Entrada e Retangulo de Destaque

Fonte: Do Autor, 2019

Todos os célculos sao realizados na planilha do Geogebra. Em cada célula é possivel
definir o valor de uma variavel ou efetuar um calculo. A planilha aceita valores das
variaveis definidas mas também aceita calculos realizados com as coordenadas das suas
proprias células, o que torna o processo muito mais direto para escrever.

Antes de continuar a construcao, vamos inserir os valores das variaveis nos campos de
entrada para que possamos resolver um exemplo mostrando assim o correto funcionamento
da aplicacao. Vamos entao digitar em cada campo o valor apropriado e entao pressionar
a tecla Enter. E possivel verificar se o valor da variavel foi alterado tanto no campo de

entrada quando na janela da algebra.

Figura 55 — Valores iniciais do exemplo

Fonte: Do Autor, 2019

Vamos também definir as células na planilha. A célula Al abrigara o valor da
variavel aqq, a célula B1 abrigara o valor de a5 e assim até a célula D3 com o valor da

variavel bg;. Na planilha temos a opcao de colorir um grupo de células para destaca-las



76 Capitulo 3. Material e Método

das demais. Neste caso usamos a cor vermelha para este primeiro grupo e adicionamos nas
células ao lado uma pequena mensagem que identifica quais valores estao definidos ali. A

explicagao do significado de tela01 é dada em momento oportuno no decorrer deste texto.

Figura 56 — Definindo varidveis para cada célula
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Fonte: Do Autor, 2019

Figura 57 — Os valores das variaveis do exemplo na planilha

| = Planilha

SLn ¢ |EIEE My B

Fonte: Do Autor, 2019

E necessario que os valores que estamos inserindo sejam exibidos na forma usual,
apresentada nos livros, para que os alunos que estiverem usando esta aplicacao possam
reconhecer as equagoes e o algoritmo do escalonamento e assim garantir melhor apren-
dizagem. Pensando nisso, foi necessario desenvolver uma forma de exibicao dos valores

inseridos em forma de equagoes. O processo possui alguns detalhes de construgao nao



3.1. Material it

aparentes mas que se repetem em cada equacao apresentada até o final. Vamos descrever
a construcao da primeira equacao em detalhes.

Para exibir uma equacao na janela de visualizagao é necessario inseri-la como
texto. Escolhemos a ferramenta Texto no menu e ao clicarmos em um ponto na janela de
visualizacao é aberta uma caixa de didlogo Texto como ilustrado pela figura No espaco
Editar podemos escrever textos, fracoes, ou qualquer expressao matematica inclusive com
comandos do Latex. A opcao Objetos permite inserir no texto varidveis ou conteudos de

uma célula, entre outras opgoes.

Figura 58 — Criando e definindo uma equacao

[ oot s =~ o = BT
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Fonte: Do Autor, 2019

Para este trabalho, todas as equagoes sao da forma ax + by + cz = b e ja mostramos
que as variaveis foram assinaladas as celulas na planilha. Nossa primeira equacao, de
acordo com os valores do exemplo que selecionamos é 1z + 2y + 12 = 7.

Para definir esta equacao corretamente, o valor 1, referente a variavel a;; esta
definido na planilha na célula Al, logo na opcao Objetos vamos selecionar Al e entao
digitar =, da mesma forma selecionamos B1 e depois y, C'l com z, digitamos o simbolo =

e para finalizar selecionamos D1.
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Notamos que o valor de A1l nesta equacao é positivo e que, quando selecionado, é
exibido sem o sinal de +. Entao é necessario que sejam digitado os sinais de + para que a
equacao seja exibida corretamente.

Mas se o valor da variavel for negativo, o Geogebra exibe o sinal de — automati-
camente. Esta definicao do software gera um problema de exibicao das equacoes. Nao
podemos usar o sinal de + como padrao pois se o valor for negativo teremos a exibicao

dos sinais + e — lado a lado como ilustra a figura [60]

Figura 59 — A caixa Texto definida para a 1* equacao do sistema do exemplo
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Fonte: Do Autor, 2019

Figura 60 — Exemplo do problema de exibi¢ao na 3* equacao do sistema

47 87 /C7 =07

Fdrmula LaTeX = | Simbolos « | Objetos =
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—3x 4+ —5y2z = -8

) Ajuda

Fonte: Do Autor, 2019

Optamos por uma solugao consistente com os objetivos deste trabalho. Como a
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aplicacao é voltada para professores e alunos sem formacao em programacao, vamos utilizar
quatro textos para cada equacao e regular a exibicao correta de acordo com o valor do
coeficiente. Esta solucao, apesar de requerer uma quantidade maior de objetos, é mais

simples de ser entendida e modificada.

Para a primeira equacao do sistema criamos entao quatro textos, que identificamos
na janela da algebra como t01eq0101, t01eq0102, t01eq0103 e t01eq0104. A figura
mostra que o texto 01 possui + tanto para o coeficiente de y quanto para o de z. O texto
02 mostra o sinal + para o coeficiente de y mas nao mostra o sinal para o coeficiente de
z. Este texto 02 s6 é exibido se o coeficiente de y por positivo e o coeficiente de z for
negativo. Da mesma forma o texto 03 é exibido se o coeficiente de y for negativo e o de z

for positivo. O texto 04 é exibido quando ambos y e z possuem coeficientes negativos.

Figura 61 — Textos da 1* equacao na janela da algebra

----- J25 = 2T

----- K1 = "Fragbes”

----- t00textD1 = Ao pressionar o botdo, todos
- @ t0leq0101 = “1x42y4+1==7"

tlleq0102 = “1x+2ylz=T"
----- t01leq0103 = “lxXy+1z=T7"
tlleq0104 = “1x2ylz=T"
— @ t0leq0201 = “2x+Ty+1z=21"
----- t0leq0202 = “2x+7ylz=21"
t0leal203 = “2xfv+1z=21"
Fonte: Do Autor, 2019

O que controla a exibigao de cada objeto no Geogebra é uma caixa de entrada
localizada na aba Avancado da caixa de didlogo Propriedades, acessada clicando com o
botao esquerdo no objeto. A figura [62]ilustra a condicao de exibicao para o texto 04 da
primeira equagao do sistema. Observamos que estd indicado B1 < 0 que é a condigao do
coefiente de y ser negativo e C'1 < 0 que é a condi¢ao para o coeficiente de z. O simbolo
légico representa a conjuncao entre as duas condigoes. Ressaltamos que esta construcao de
quatro textos com condigoes tinicas permite que apenas um texto seja exibido a cada vez e
também que toda equacao exibida na janela de visualizacao deste trabalho foi construida

desta maneira.

O Geogebra foi planjeado de tal forma que existe apenas uma janela de visualizagao,
que ¢é infinita em todas as direcoes, onde os usuarios fazem as construcgoes. Nosso trabalho
¢ desenvolver um aplicativo de sistemas lineares que siga o algoritmo de escalonamento de

um sistema 3x3, que possui diferentes etapas, cada um com uma configuragao diferente.
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Figura 62 — Destaque para o quarto texto da primeira equacao

----- 123 = £i

----- K1="Fragbes”

----- t00text01 = Ao pressionar o botdo, todos
----- ® tlleq0l0l = “1x+42y+12=T"

----- t0leq0102 = “1x+4+2ylz=T"

----- t0leq0103 = "1x2y+1z=T7"

----- t0leq0104 = “1x2ylz=T"

----- 0201 — “Zx+tfy+1z—21" i

e
b ]
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..... Lilza = | Elasu:ol Textol Ccrrl F'crsu;aul Ngebra| Avancado Iﬂ
""" L1L2b Condigio para Exibir Objeto(s)
e (B1<0AC1<0~1elad1) 20
""" L2l 1a Cores Dindmicas
----- L2L1b .
----- I3 1=a tinrmnlihne |

Fonte: Do Autor, 2019

Ja abordamos a construcao referente a dois passos da primeira etapa: definir os
valores de cada coeficiente e exibir as equagoes correspondentes. Os dois retangulos de
realce que contém estas informagoes ocupam metade da janela de visualizagao de acordo
com a exibi¢ao e zoom padrao do Geogebra.

Na outra metade da janela de visualizacao, vamos construir o segundo passo do
algoritmo de escalonamento que é a troca de posicao das equacoes. Entao a janela de
visualizacao estard completamente preenchida e para que possamos constuir o terceiro

passo do algoritmo temos duas opgoes:

e Construir o aplicativo seguindo a tela infinita da original para baixo ou para direita,
necessitando assim que a tela fosse clicada e arrastada com o mouse para o proximo

passo ou,

e Construir de tal forma que seja possivel regular a exibi¢ao de todos os objetivos e
criar assim uma ilusao de troca de tela, onde alguns objetos deixam de ser exibidos
enquanto outros aparecem. Este recurso proporciona melhor visibilidade pois nao é

necessario deslizar a janela de visualizagao de sua posicao original.

Optamos pela segunda opc¢ao e fizemos uso de botoes e valores booleanos, onde
false exibe o item e verdadeiro o esconde. Desta maneira conseguimos criar um fluxo de
telas que acompanha o algoritmo de escalonamento. Esta tela inicial, que ja construimos

foi definida como tela0l.
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A forma como definimos esta tela comeca pela criacao da variavel tela0l = false na
Caixa de Entrada. Desta forma, cada objeto apresentado na tela recebe uma definicao na

sua caixa de propriedades, na aba Avancado de forma que:

e O comando tela01=0 exibira o item enquanto a varidvel tela01 estiver definida como

false, nao exibira o item se a variavel estiver definida como true,

e O comando tela01+# 0 exibira o item enquanto a varidvel tela01 estiver definida como

true e nao exibird o item se a variavel estiver definida como false.

Esta tela01 é que aparece na planilha ao lado das células preenchidas, no t01 do

nome de cada equacao e também no cédigo que regula a exibicao na figura [62]

Figura 63 — Definindo Exibicao na Aba Avancado

w Propriedades - Quadrilatero g2
e BEE : &

Condigio para Exibir Objeto(s)
telad1 1 0

Cores Dindmicas

Fonte: Do Autor, 2019

Apds cada um dos objetos receber a defini¢ao referente a tela0l, para que ocorra a
exibicao, é necessario criar a variavel booleana tela02 juntamente com um botao que tem
a finalidade de trocar o valor logico entre as varidveis e assim proporcionar a mudanca de
exibig¢ao dos objetos.

Criamos a variavel tela02 = true inserindo o cédigo na caixa de entrada. Entao
a partir da ferramenta Botao, temos acesso a caixa de didlogo do botao. A legenda é o
nome que aparecera para o usuario e as duas linhas de codigo trocam os valores l6gicos
das variaveis tela0O1 e tela02 quando o botao é clicado.

Assim, quando clicado, todos os objetos definidos tela01=0 deixam de ser exibidos
e todos os objetos definidos com tela02#0 passam a ser exibidos. Este recurso cria a ilusao
de que uma nova tela do aplicativo foi aberta.

Um botao sem cédigo, com legenda 01 é criado para indicar em qual tela estamos
no momento, o botao criado anteriormente, com legenda 02 e uma flecha indicativa, indica
que sua acao é exibir os objetos da tela02. A figura [64]ilustra a criacao do botao 02 e o

posicionamento dos botoes iniciais é mostrado na figura [65]
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Figura 64 — Criacao e configuracao do Botao 02
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Fonte: Do Autor, 2019

Figura 65 — Botoes da tela01

*1
| 02 |
Fonte: Do Autor, 2019

A tela02 neste momento estd em branco, nao ha nenhum objeto criado que foi

configurado para ser exibido nela. Criamos entao o botao 02 sem cédigo que serve como
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marcador de telas e também o botao 01 que retorna a tela0l e entao temos como mover

entre as telas 01 e 02 com um clique de botao correspondente.

Figura 66 — Botoes da tela02

Fonte: Do Autor, 2019

Ainda na tela01, de acordo com o algoritmo de escalonamento, o préximo passo é
verificar se deve ser realizada a troca de posicao entre as equacgoes do sistema. As opgoes
sao a troca da primeira pela segunda ou da primeira pela terceira. A troca é necessaria
quando o coeficiente aq; for igual a zero, a troca ¢é indicada caso algum dos coeficientes
de as; ou ag; forem iguais a 1 ou -1, que como veremos facilita o processo de calculo nos
proximos passos.

Vamos entao construir um retangulo de realce e repetir dentro dele as equacoes
como visualizadas apds a entrada dos coeficientes, logo abaixo vamos construir outro
retangulo e outras equagoes mas estas exibem o resultado original ou o resultado apds as
trocas de equagoes.

A troca de equagoes é realizada na planilha a partir do clique no botao construido

para acionar o comando.

Figura 67 — Troca de equagoes na planilha
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Fonte: Do Autor, 2019

A troca da primeira equacgao pela terceira é configurada em um botao cuja legenda
é L1 < — > L3 com o codigo A7 = Al, BT = Al, até D7 = D1 e também A5 = A3,
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B5 = B3, até D5 = D3. De forma semelhante é realizada a troca da primeira equacao
pela segunda na planilha.

A construcao dos botoes para as trocas é semelhante aos ja apresentados neste
texto. O codigo de cada botao é adequado para realizar cada troca de acordo com o
exemplo do paragrafo anterior. O resultado final deste passo é mostrado na figura 68 e

entao encerramos a construicao e configuracao de todos os objetos da tela01.

Figura 68 — Aparéncia das construgoes para a primeira troca de equacoes

L1 <> L2

L1 <->L3

oo 2]

Fonte: Do Autor, 2019

O terceiro passo do algoritmo é multiplicar a primeira equagao por um nimero
real e somar a equagao resultante da multiplicagao com a terceira equacao de forma que
o coeficiente resultante de x seja igual a zero. Afim de evitar o uso de fragoes é possivel
multiplicar também a terceira equagao e somar os resultados das duas multiplicacoes.

Como ja mencionado, o espago referente a telaOl ja foi totalmente ocupado e este
passo da multiplicacao é definido na tela02. Neste novo espac¢o vamos repetir a exibicao
das equagoOes apds as trocas e entao criar um retangulo de realce onde foi construido o
espaco para as equacoes, a escolha do valor pelo qual cada uma sera multiplicada bem

como o resultado da soma destas equacoes.

O valor pelo qual cada equacao é multiplicada é definido através da criacao de uma
variavel que definimos como mal e entao um campo de entrada vinculado a esta variavel
é criado bem como uma linha na planilha é definida para exibir o resultado da soma das

equacoes. Todos os objetos estao configurados para exibigao tela02 = 0.
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Figura 69 — 1* e 2* somas na planilha
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Fonte: Do Autor, 2019

Como ilustrado na figura temos a linha 9 na planilha que exibe os resultados
da multiplicacao dos coeficientes da primeira equacgao pelo valor definido para mal. A
linha 10 exibe o resultado da multiplicacao dos coeficientes da segunda equacao pelo valor
da variavel definida como ma2. Na linha 15 temos o resultado da soma dos coeficientes
destas duas equacoes.

A linha 12 representa os valores dos coeficientes da primeira equacao multiplicados
pelo valor da variavel ma3 e a linha 11 representa os valores dos coeficientes da terceira
equacao multiplicados pelo valor da varidvel definida como ma4.

As linhas 14, 15 e 16 exibem os valores dos coeficientes das trés equacoes do sistema
apos as multiplicagoes e somas, por isso foi rotulada como Tela02, Resultado.

Este passo demanda do professor ou do aluno o tempo para a conferéncia dos valores
e dos resultados. Optamos por exibir automaticamente o resultado da multiplicacao assim
que o valor do multiplicador ¢é inserido, bem como o resultado da soma também é exibido
automaticamente.

Entendemos que esta automacao nao prejudica o aprendizado da técnica, além de

estar em conformidade com a prépria definicao de aplicativo no sentido de reduzir o tempo

de execucao de uma tarefa (MICHAELIS| 2019)), pois o aluno é levado a testar diferentes

valores e verificar o resultado da soma da mesma maneira como se estivesse fazendo os

calculos em seu caderno.
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Figura 70 — Aparéncia da construgao para a primeira soma

Fonte: Do Autor, 2019

Incluimos um texto automatico de Correto ou Errado. O texto Correto s6 é exibido
se as escolhas dos multiplicadores resultar no coeficiente de x igual a zero. E importante
que o aluno perceba que nao existe apenas uma resposta correta, varias opgoes diferentes
de multiplicadores podem ser testadas em poucos segundos e espera-se que este recurso

traga ao aluno um entendimento mais completo do processo.

Figura 71 — Possivel escolha correta dos multiplicadores

Fonte: Do Autor, 2019

Todo o processo é repetido para proporcionar as multiplicagoes e soma entre a
primeira e terceira equagoes. Ao final, é exibido um retangulo de realce com as trés
equagoes do sistema, agora com o coeficiente de x igual a zero na segunda e na terceira.
Este retangulo preenche o espaco final da tela 02, conforme ilustrado pela figura

A tela 03 possui dois passos. Primeiro é realizada a segunda troca de equacoes
pois apds o cancelamento dos coeficientes de x na segunda equagao e na terceira, pode ser
necessario trocar a segunda e a terceira equagao de lugar. A necessidade ocorre quando o

coeficiente de y na segunda equacao é igual a zero.
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Figura 72 — Aparéncia da tela02 completa

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 73 — Segunda troca na tela03 na planilha
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Fonte: Do Autor, 2019

A figura mostra a planilha exibindo as linhas correspondentes. A linha 23
representa os coeficientes da segunda equacao multiplicados pelo valor da variavel mab,
enquanto a linha 24 representa os coeficientes da terceira equagao multiplicados pelo valor
da varidavel ma6. A linha 25 representa o valor dos coeficientes apds a soma da segunda e

da terceira equacgao.
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Figura 74 — Segunda troca de equagoes na tela03

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 75 — Segunda soma de equacoes na tela03

Fonte: Do Autor, 2019

Ao final da segunda soma, o sistema estd em sua forma escalonada e o algoritmo esta
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finalizado mas ainda nao foram determinados os valores correspondentes a cada incognita
do sistema. Esta determinacao dos valores ocorre na tela04 que nao é necessariamente
parte deste trabalho, que tem por objetivo o aprendizado da técnica de escalonamento,
mas entendemos que é importante que o aluno realize o escalonamento e entao resolva
o sistema pois a solucao ¢é a resposta ao problema que levou a determinacao do sistema
linear em primeiro lugar, ou seja, sem o problema nao haveria sistema para escalonar e, se
héa o problema, é necessario determinar qual é a sua resposta.

Na tela04, conforme mostrado na figura [76) vamos fazer a substitui¢ao partindo da
terceira equacao para a segunda e finalmente para a primeira. Como ja mencionamos, a
proxima sessao deste capitulo contara com alguns exemplos de aplicagao desta ferramenta
para diferentes tipos de sistemas (indeterminados e impossiveis) mas este exemplo utilizado
para a construi¢ao é de um Sistema Possivel e Determinado, logo na terceira equacao
temos uma equacao do primeiro grau que admite uma tunica resposta. Neste exemplo a

resposta correta para o valor da incégnita z é 2.

Figura 76 — Determinando o valor de z na tela04

Fonte: Do Autor, 2019

Se o aluno inserir um valor diferente de 2 neste exemplo, sera exibida a mensagem
em vermelho Errado. Nao estamos fazendo o calculo para o aluno, mas estamos garantindo

que o aluno saiba com certeza se sua substitui¢ao esta correta. Para os casos de sistemas
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indeterminados e impossiveis hd um retangulo que serd construido com um texto de
orientacoes para que o aluno identifique cada caso e proceda conforme necessario.

Assim que o aluno fizer a substituido correta para o valor da incignita z, figura[77]
ele passa ao préximo passo de determinar o valor da incégnita y. Novamente nao fizemos o
calculo mas indicaremos se o valor encontrado esta correto ou nao. O célculo que o aluno

deve realizar é:

Or+3y—2="7 (3.1)
Jy—2=7 (3.2)
3y=9 (3.3)
y=3 (3.4)

Assim, se for inserido o valor 3, ele recebera a mensagem de C'orreto e pode passar

para a determinagao do valo de .

Figura 77 — Substituicao correta para z e incorreta para y

Fonte: Do Autor, 2019



3.1. Material 91

Figura 78 — Substituicao correta para y

Fonte: Do Autor, 2019

Para determinar o valor da incégnita x o aluno deve resolver a primeira equagao

substituindo os valores ja encontrados de y e z. Para este exemplo temos:

lo 42y +12="7 (3.5)
r+23)+1(2) =7 (3.6)
T+6+2="7 (3.7)

v =1 (3.8)

Figura 79 — Substituicao correta para x

Fonte: Do Autor, 2019

Entao o sistema de exemplo foi resolvido e a solugao é a terna ordenada S =

(—-1,3,2).
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Figura 80 — Planilha para a tela04
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Fonte: Do Autor, 2019

O que acontece na planilha nesta tela04 é que para determinar o valor de z na célula
B27, definimos a operagao D25/C25 onde C25 é o coeficiente de z na terceira equagao,
neste exemplo —16, e D25 é o termo independente da terceira equacao, neste exemplo
—32. O tnico valor que torna esta expressao verdadeira é o valor da incognita z que neste
exemplo é 2. A mensagem de Correto é exibida se o valor da célular B27 for igual ao

valor da variavel ma7 e o cédigo para esta exibicao é mostrado na figura

Figura 81 — Cddigo para exibigao de Correto/Errado
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..... L1L3a r e .

_____ L1L3b :_(ElETr‘ < ma? - telal4) L 0

""" L2L1a Cores Dindmicas

----- L2L1b i

----- L3L1a Vermelho: |0

Fonte: Do Autor, 2019

Para a determinacgao dos valores de y e de x o processo é semelhante e na figura
sao mostradas as operacoes definidas na planilha na célula B28 para y e na célula B29
para x. Os cédigos de exibi¢ao das mensagens de Correto ou Errado sao semelhantes aos

utilizados para a incognita z.
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Figura 82 — Operacoes para as células dos valores das incégnitas para y e x

Valor de y 3 Telad4

\Walordex | [Numero B28: (D19- C19 ma7)/B19]

| Valordey 3 Tela04

| [Nimero B29: (D22 - C22 ma7 - B22 ma8) | A22 | 3
Fonte: Do Autor, 2019

3.1.2 Recursos extras de construcao

Apés a construcao de todos os objetos, que compoem esta ferramenta, foram
realizados testes com diferentes tipos de sistemas para que falhas de construcao ou de
configuracao pudessem ser detectadas e corrigidas. Estes testes sao mostrados e explicados
com detalhes na proxima segao deste capitulo.

Um ponto que ficou evidente nos testes é a necessidade de algum tipo de orientacao
para o usuario. Por esta razao foram criadas varios textos, colocados estrategicamente
em cada tela, ao lado de cada passo, com instrucoes simples a respeito do algoritmo de
escalonamento ou da utilizagao correta desta ferramanta.

Também optamos por numerar os passos do algoritmo acompanhar cada nimero de
um titulo que passe a ideia geral daquela etapa. Estas caixas de texto e os passos estarao

vem evidentes nas imagens dos exemplos resolvidos da proxima sessao.

Figura 83 — 1° Passo - Texto de orientacao

Aplicative para Escalonamento de Sistemas 3x3

Fonte: Do Autor, 2019
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Figura 84 — 2° Passo - Texto de orientacao

Fonte: Do Autor, 2019

A construgao desta ferramenta fez uso de uma quantidade de objetos suficientemente
grande para que a navegacao na janela de dlgebra e na janela da planilha se tornassem
lentas e trabalhosas. Afim de eliminar estes incovenientes de navegacao optamos por
numerar cada texto de equagao um nome genérico que representa a tela em que o objeto
esta configurado para ser exibido bem como uma informacgao sobre qual é a equagao a que
o texto se refere. No caso do texto nomeado como t02eq0302 sabemos que é uma equacao
da tela02, que é a terceira equacao do retangulo de realce e que é a segunda das quatro

equacoes configuradas para solucionar o problema de exibicao de sinais.

Figura 85 — Janela de Algebra - Textos das Equagoes da tela02

R

w Janela de Algebra

SEE

As variaveis booleanas foram renomeadas para indicar

----- @ t0leq0903 = “-3x-by+2z—8" -
----- t0leq0904 = “-3x-5y2z—=8"
----- @ t01text01 = "Aplicativo para Escalonamento de
----- @ t01text02 = "Selecione a caixa, digite o valor d¢
----- @ t01text03 = "Fragdes com barra: 3/4 Decimait
----- @ t01text0d = “1° Passo: Inserir os Coeficientes”
----- @ t01text05 = "Se o coeficiente de x for1ou -1, e
----- @ t01text06 = "Se o coeficiente de x for zero, enti
----- @ t01text07 = "2° Passo: 1° Troca de Linhas”
----- t02eq0101 = “1x+2y+1z=7"
----- t02eq0102 = “I1x+2y1z=T"
----- t02eq0103 = “1x2y+1z=7"
----- t02eq0104 = “1x2y1z=T"
----- t02eq0201 = “2x+4fylz=21"
----- t02eq0202 = “2x+4Ty+1z=21"
----- t02eq0203 = “2xfy+1z=21"
----- t02eq0204 = “2xTylz=21"
----- t02eq0301 = “-3x+-by+2==8"
----- t02eq0302 = “-3x+4-5y2z=8"
----- t02eq0303 = “-3x-by{2:=8"

Fonte: Do Autor, 2019

qual tela sera exibida e as
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variaveis renomeadas com a letra z sao as que regulam a exibicao dos botoes que fazem as
trocas de equagoes, tanto a primeira troca quanto a segunda.

A janela da planilha, como ja mencionado, foi divida em blocos de cores, cada uma
devidamente identificada tanto em relacao a tela quanto em relacao a sua funcao dentro
do algoritmo de escalonamento. Uma visao geral da planilha é mostrada na figura [87]

Desta forma, é possivel localizar rapidamente um objeto e fazer edigoes sem risco

de estar alterando outro objeto por engano.

Figura 86 — Janela de Algebra - Valor Booleano

i; anela def-'\lgebra—Z«B.ggb _
"B - Aiv

- tD4text22 = “Sistema Possivel e Indeterminado € o sistema
i+ 104text23 = ~Sistema Impossivel é o sistema em gue o valol
- 104text24 = <Tipos de Sistemas:”
Valor Booleano
tela00 = true
tela01 = false
telal2 = true
telal3 = true
tela04 = true
| | 11 =Talse
12 =true
13 =true
4 = true
15 =Talse
16 = true
7 =true
18 = true
4 e m ]

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 87 — Visao total da planilha

7 Telad1
21 Apds

7 Tela03
28

15 Resultado
43 o

w
o b oo N
oW e

Fonte: Do Autor, 2019
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3.2 Meétodo

Nesta secao vamos usar a ferramenta para escalonar e determinar o valor das
incégnitas de sistemas possiveis e determinados, sistemas possiveis e indeterminados e
sistemas impossiveis. Os exemplos de escalonamento ilustram de forma mais clara o
funcionamento da ferramenta. Optamos por pequenos comentarios para orientar decisoes
particulares nos processos.

Todos os exemplos escolhidos foram retirados das listas de exercicios publicadas em

(221 [0T6).

3.2.1 Sistema Possivel e Determinado 01

Figura 88 — Enunciado

n.- vM

30 Resolva os sequintes sistemas, por meio do esca-
lonamento, e classifique-os.

X+2y+ z= 9

a){2x+ y— z= 3
3X= y=2z=-4

Fonte: (IEZZI} 2016))

Figura 89 — 1° Passo

Fonte: Do Autor, 2019

Neste primeiro exemplo nao ha necessidade de mudangas no 2° passo, onde ocorrem

as primeiras trocas de equagoes pois o coeficiente de x é igual a 1. Desta forma, apos
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inserirmos os valores dos coeficientes, passamos ao 3° e 4° passos, que consistem na
multiplicagao e soma da primeira equagao com a segunda e depois da primeira com a
terceira de tal forma que, quando somadas, os coeficientes de x sejam iguais a zero. a
Figura [90] ilustra uma possivel escolha de valores corretos para o 3° passo e a figura

para o 4° passo.

Figura 90 — 3° Passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 91 — 4° Passo

Fonte: Do Autor, 2019

Novamente, nao ha necessidade de troca de posicoes entre as equagoes pois o

coeficiente de y na segunda nao € igual a zero. Assim passamos ao 6° passo, multiplicando
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a segunda e a terceira por valores reais de forma que, quando somadas, o coeficiente de y

resultante seja igual a zero.

Figura 92 — 6° passo

Fonte: Do Autor, 2019

:dbl: % |

Resta apenas a determinacao dos valores de cada incégnita do sistema. Como ja

mencionados a o processo de solugao das equacoes € realizado pelo aluno fora do ambiente

do Geogebra. Apenas indicamos se a solugao obtida é correta ou nao.

Figura 93 — 7° passo

.
3 i

Fonte: Do Autor, 2019
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Figura 94 — 7° passo

Fonte: Do Autor, 2019

3.2.2 Sistema Possivel e Determinado 02

Este sistema é definido por informacoes contidas no enunciado de uma situacao
problema que é mostrada na figura A escolha deste sistema ¢ justificada pelo fato de
que durante o escalonamento a incégnita y na segunda equacao ja estd pronta para ser
calculada antes do fim do algoritmo. Vamos mostrar que casos deste tipo nao representam

problema se o algoritmo e a sequéncia de passos da ferramente forem seguidos corretamente.

Figura 95 — Situacao problema

32 Um casal de namorados jantou, em um fast-food
de cozinha 4rabe, trés vezes em um mesmo més.

« Na primeira noite, consumiram dois quibes,
cinco esfirras e dois sucos e pagaram R$ 32,00.

= Na segunda noite, consumiram trés quibes, seis
esfirras e trés sucos e pagaram R$ 44,70.

= Na terceira noite, consumiram dois quibes, dez
esfirras e trés sucos e pagaram R$ 49,00.

Qual é o preco unitério do quibe, da esfirra e do suco?

Fonte: (IEZZI, |2016)
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Figura 96 — 1° passo

. A pli&ﬂiv@.pa@..Esc@lan@men#o. de .Sﬁrem_3x3.

Fonte: Do Autor, 2019

Este sistema traz valores decimais, consequéncia direta da situagao problema que
origina o sistema. Como ja mencionado, o Geogebra trabalha com niimeros decimais
usando ponto ao invés de virgula. Novamente nao ha necessidade de troca de posigoes das
equagoes e passamos aos 3° e 4° passos de forma semelhante a realizada no outro exemplo

e na construcao da ferramenta.

Figura 97 — 3° passo

Fonte: Do Autor, 2019
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Figura 98 — 4° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Devemos observar que ao final da tela02, o sistema equivalente apresentado ja
possui a incognita y na forma usual para ser calculada. Por inspecao determinamos que
o valor de y neste exemplo é 2.2 e poderiamos a partir deste ponto ja calcular o valor
de z e entao estar em condicoes de determinar o valor de . Quando o escalonamento é
realizado no caderno ou na lousa esta mudanga é simples de ser entendida e é até indicada
mas, como temos um algoritmo fechado, vamos continuar o processo como ja definido e
entao vamos obter os mesmos resultados sem que seja necessaria uma quantidade maior

de célculos.

Como nao ha necessidade de troca de posicao entre a segunda e a terceira equagao
e entao passamos para o 6° passo onde vamos obter a terceira equagao a partir da soma da
segunda com a terceira, multiplicadas por valores que zeram o coeficiente de y na terceira

equagcao.

Observamos que o sistema apresentado ao final da tela03, mostrado na figura
estd em sua forma escalonada, de acordo com a definicao apresentada pelos autores nos
livros de referéncia, e que este sistema é tao simples de ser utilizado para a determinacao

dos coeficientes quanto o outro que derivaria do calculo de y em primeiro lugar.
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Figura 99 — 6° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 100 — Determinacao das incégnitas

Fonte: Do Autor, 2019
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3.2.3 Sistema Impossivel 01

Este exemplo de escalonamento usando nossa ferramenta é exemplo de um sistema

impossivel e também um sistema onde deve ser realizada uma troca de posigoes de equagoes.

Figura 101 — Enunciado

30 Resolva os seguintes sistemas, por meio do esca-
lonamento, e classifique-os.

5x+ 3y+4z= —-10
€ <3x+5y+4z= 4
X+ 3y+2z= 2

Fonte: (TEZZI, 2016)

Figura 102 — Inserindo dos coeficientes

prliaf:aIivé pam Esc?xlan@men?a. de Sf.s'tenm 3x3. .

Fonte: Do Autor, 2019

Como o coeficiente de = ¢é igual a 1 na terceira equacao, vamos trocar a terceira
pela primeira. Esta troca é indicada, pois facilita os calculos dos proximos passos mas é

preciso ressaltar que o algoritmo funciona mesmo que a troca nao seja feita.
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Ao pressionarmos o botao cuja legenda é L1 < — > L3 a legenda do botao muda
para L3 < — > L1 o que indica que a troca da primeira equacao pela terceira foi realizada

e que um novo clique no botao desfaz a operacao.

Figura 103 — Primeira troca de equagoes

o0z

Fonte: Do Autor, 2019

Procedemos entao as multiplicacoes do 3° e 4° passos conforme mostrados nas
figuras[104]e Ressaltamos novamente que os valores escolhidos sao os que consideramos
mais simples para o acerto das equacoes e acreditamos que os alunos que forem utilizar
nossa ferramente para a aprendizagem do método devem testar outras formas de acerto

para que tenham um entendimento mais completo desta operagao.

Figura 104 — 3° passo

Fonte: Do Autor, 2019
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Figura 105 — 4° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 106 — 6° passo

@ L

Fonte: Do Autor, 2019

Como nao ha necessidade da troca de posi¢ao entre a segunda e a terceira equagoes,

procedemos aos 6° passo e entao para a determinagao dos valores das incégnitas.

Notamos, ao final da tela03 que o sistema estd em sua forma escalonada como era



106 Capitulo 3. Material e Método

esperado mas inspecionando a terceira equacao temos:

Oz + 0y + 0z = —14 (3.9)

Esta equacdo nio pode ser satisfeita por nenhum valor real. E importante que
o aluno entenda que 0z é sempre igual a zero, independente do valor que escolhermos
para z. Sistemas com esta caracteristica sao classificados como impossiveis pois como nao
conseguimos determinar o valor de z também nao temos condicoes de determinar o valos

das outras duas incégnitas.

Figura 107 — Determinando o valor das incégnitas

Fonte: Do Autor, 2019

3.2.4 Sistema Impossivel 02

Figura 108 — Enunciado

31 Resolva os seguintes sistemas:

2x—y+ z=3
g T+ y—3r= 1
3% —2z=3

Fonte: ([EZZI, [2016))

Neste segundo exemplo de sistema impossivel, inserimos os coeficientes como
mostrado na figura [L09] e realizamos a troca entre a primeira e a segunda equagao, ilustrado

na figura [110] para que o coeficiente de x na primeira seja igual a 1.
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Figura 109 — Inserindo os coeficientes

Fonte: Do Autor, 2019

Na tela02, onde multiplicamos e depois somamos as equagoes para zerar os coefici-
entes de z na segunda e na terceira equagao, observamos que a segunda e a terceira sao

equagoes incompativeis na figura [112

Figura 110 — Primeira troca de equagoes

LNy

L1 <->L3

o

Fonte: Do Autor, 2019



108 Capitulo 3. Material e Método

Figura 111 — Soma entre a primeira e a segunda equagao

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 112 — Soma entre a primeira e a terceira equagao

Fonte: Do Autor, 2019

As equagOes sao incompativeis pois sao idénticas no primeiro membro e diferen-
tes no segundo membro. E importante que o aluno que esteja aprendendo o processo
desenvolva familiaridade com este tipo de detalhe. E esperado que o aluno reconheca a

incompatibilidade entre as equacoes e ja defina que este sistema é impossivel.
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Figura 113 — 6° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Se o aluno nao percebe a incompabilidade, ele prossegue no algoritmo e na tela
03 ele nao precisa realizar troca entre as posicoes da segunda e terceira equagao e, no
6° passo, ele entao multiplica a segunda e a terceira, somando os resultados para que o
coeficiente de y na terceira seja igual a zero. Temos entao a situacao apresentada na figura

onde temos a terceira equacao que nao pode ser satisfeita por nenhum nimero real.
0z + 0y + 0z = —1 (3.10)

Figura 114 — Tela04

Fonte: Do Autor, 2019
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3.2.5 Sistema Possivel e Indeterminado 01

Neste exemplo resolvido escolhemos um sistema cuja solucao é possivel e indetermi-
nada. A caracteristica principal deste tipo de sistema é que a solugao é dada em funcao de

uma das incdgnitas e este tipo de relacao nao é estudado adequadamente no Ensino Médio.

O aluno precisa entender que para este caso nao existe um valor definido para a
incégnita z. Como temos 0z = 0 na terceira equagao, qualquer valor que definirmos para

z satisfaz a equagao. Ja as outras duas terao suas solugoes definidas de acordo com o valor

dado a z.

Figura 115 — Enunciado

31 Resolva os seguintes sistemas:

Xx+y+z=
d)<2x —-z=—1
3x+y = 1

Fonte: (IEZZI}, 2016))

Figura 116 — Inserindo os coeficientes

Fonte: Do Autor, 2019

Nao é necessério realizar a troca de posicoes entre as equagoes entao prosseguimos

para o terceiro e quarto passos ilustrados respectivamente pelas figuras e|l18|
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Figura 117 — 3° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 118 — 4° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Observamos que as equagoes resultantes, mostradas nas figuras e sao iguais.
A orientacao para este caso é sempre a mesma nos livros didaticos usados com referéncia:

Eliminamos uma das equagoes repetidas e continuamos com as duas restantes.

Nossa ferramanta entretanto nao possui recursos para eliminar a equagao repetida e
entao vamos continuar com o algoritmo e analisar o préximo passo. Como nao é necessaria
a segunda troca de posigoes entre as equagoes, vamos para o 6° passo onde vamos zerar o

coeficiente de y na terceira equacao. O resultado é mostrado na figura [119|
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Figura 119 — 6° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Observamos entao o aparecimento da terceira equacao com a caracteristica que
define o sistema como possivel e indeterminado. Na tela04, qualquer valor que inserimos
para a incégnita z sempre sera classificado como correto. Ja para determinar os valores de
x e y devemos levar em consideracao o valor dado a z.

Nos livros didaticos da referéncia, os autores realizam uma troca de variavel,
normalmente troca-se o z por « e as solugoes sdo apresentadas como nas equagoes [3.12) e
Ressaltamos que nao realizamos a troca de variavel para melhor entendimento da

operacao.

5 — 3z
_ 3.11
y 5 (3.11)
-1
= % (3.12)

Nesta ferramenta, como ja mencionado, nao realizamos os calculos para a deter-
minagao dos valores das incognitas. Todo o processo para chegar as equagoes e é
de responsabilidade do aluno. Assim que ele chegar a um resultado, pode entao inserir o

valor na tela04 e conferir se seus cdlculos estao corretos.
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Figura 120 — 7° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 121 — 7° passo - continuacao

Fonte: Do Autor, 2019

3.2.6 Sistema Possivel e Indeterminado 02

Em outro exemplo resolvido de sistema linear possivel e indeterminado vamos usar
os coeficientes definidos na figura [122]
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Figura 122 — Enunciado

31 Resolva os seguintes sistemas:

X+ 8 — 3z=7
a){—x+ 3y— 2z=1
3x+ 2y+ z=5

Fonte: (IEZZI}, 2016))

Figura 123 — Inserindo os coeficientes

Fonte: Do Autor, 2019

Como nao € necessaria a troca de posicao entre as equagoes, passamos aos 3° e 4°
passos ilustrados pelas figuras e |125]

Figura 124 — 3° passo

Fonte: Do Autor, 2019

E sempre recomendavel fazer uma inspecao nas duas equagoes resultantes ao final

da tela02. Neste caso podemos notar que a terceira equacao é multipla da segunda. O
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aluno deve ser orientado a sempre procurar estas informacoes durante o algoritmo e neste
caso, deve ser instruido devidamente sobre porque podemos eliminar a terceira equacao
caso ela seja multipla da segunda. O professor pode pedir que o aluno realize testes de
solucao nas duas equacgoes para verificar que elas possuem o mesmo terno ordenado como

solucao.

Figura 125 — 4° passo

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 126 — 6° passo

i
BOH

Fonte: Do Autor, 2019

Ao final do 6° passo, encontramos novamente a equacao que carateriza o sistema
possivel e indeterminado. Vamos novamente comentar com mais detalhes a determinacao
do valor das incégnitas, desta vez com mais de um exemplo. Observamos que as incdgnitas
y e x podem ser determinadas através das equagoes e que assumem valores
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diferentes de acordo com a escolha do valor dada a z.

8+ 5z
— 3.13
Y T (3.13)
—T7z+13
= 3.14

Nossa primeira escolha para z foi 5, o que nos leva a solucao ilustrada pela figura
Os valores obtidos para y 3 = sao os valores resultantes das equacoes e se o
valor de z for 5. Se optarmos por definir z = 0 teremos como solugoes os valores indicados

na figura [128].

Figura 127 — tela04, z=5

Fonte: Do Autor, 2019

Figura 128 — tela04, z=0

Fonte: Do Autor, 2019
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4 Discussao dos Resultados

4.1 Educagdo 4.0: transformando a experiéncia de aprendizagem

por meio da tecnologia

De acordo com (SEBRAE, 2019), o termo Industria 4.0 comegou a ser utilizado
na edicao de 2011 da Feira de Hannover e refere-se a era da Internet Industrial que
une maquinas inteligentes, andlise computacional avancada e trabalho colaborativo entre
pessoas conectadas para gerar mudancas e trazer eficiéncia operacional.

O artigo indica que a industria brasileira ainda pode ser considerada como perten-
cente a Industria 2.0 caracterizada pela utilizacao de linhas de montagem e energia elétrica.
A conclusao é de que a atualizacao do cendrio brasileiro para niveis mais modernos somente
serd possivel se houver um avango técnoldgico significativo na area da educagao.

Desta reforma, de acordo com (GAROFALO) 2019) é utilizado o termo Educacao
4.0 como reflexo da Industria 4.0 e este deve ser discutido como uma resposta a estas novas
demandas tecnoldgicas. Assim, o novo modelo de educagao deve levar em consideragao

tudo o que envolve essa nova era, como:

conectividade;

automacao e inteligéncia artificial;

analise e interpretacao de grandes volumes de dados

o desenvolvimento de novas habilidades e conhecimentos constantes.

Os novos recursos a serem utilizados em sala devem entao facilitar e promover
processos de aprendizagem autonoma. Os alunos devem estar preparados para continuarem
aprendendo para que possam acompanhar todas a inovagoes tecnologicas que estao por vir.

A aprendizagem entao é obtida por meio do uso de aplicativos e dispositivos
eletronicos. Videos, jogos e aplicacoes multidisciplinares sao alguns dos recursos que sao
valorizados e, portanto, indicados para a introdugao da Educagao 4.0 nas escolas.

Neste contexto de Educacao 4.0, ressaltamos que nosso trabalho ja se encaixa nesta
nova fase. A ferramenta que desenvolvemos no ambiente do Geogebra atende aos requisitos
que sao esperados dos novos recursos de sala, para que ocorra uma aprendizagem solida

como também independente.
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Nosso objeto de estudo também contempla o objetivo expresso no art 21° do
Regimento do PROFMAT (SBM, 2016) pois é capaz de causar um impacto positivo na

pratica em sala de aula.

Art. 21 - O trabalho de conclusao final do PROFMAT podera ser apresentado
em diferentes formatos, tais como dissertacao, revisao sistematica e aprofundada
da literatura, artigo, patente, registros de propriedade intelectual, projetos
técnicos, publicagoes tecnoldgicas; desenvolvimento de aplicativos, de materiais
didaticos e instrucionais e de produtos, processos e técnicas; producao de
programas de midia, editoria, relatérios finais de pesquisa, softwares, projeto
de aplicagao ou adequacao tecnologica, prototipos para desenvolvimento ou
producao de instrumentos, equipamentos e kits, projetos de inovagao tec-
nolégica, sem prejuizo de outros formatos, de acordo com temas especificos
pertinentes ao curriculo de Matematica da Educacao Bésica e impacto na

pratica didatica em sala de aula.

A ferramenta é totalmente personalizavel e todos os métodos de construcao foram
detalhadamente descritos neste texto. O professor que optar por fazer uso da ferramenta

com seus alunos pode modifica-la para atender necessidades especificas de cada sala.

E importante ressaltar que os métodos de construcao utilizados neste texto nao se
aplicam apenas ao escalonamento de sistemas lineares e podem ser utilizados para criacao
de ferramentas destinadas ao ensino de outros conteiidos de Matematica, como também

de outras disciplinas como Fisica e Quimica.

Em (HALL, 2017) sao apresentados diversos exemplos de utilizagao do Geogebra

para construcao de ferramentas para a sala de aula. Destacamos a seguir dois exemplos.
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Figura 129 — Misturas quimicas
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Fonte: (HALLL

Na figura ¢ apresentada uma construcao que utiliza sliders para alterar a
concentragao de cada substancia de uma determinada mistura. O autor ainda elaborou

uma solucao geométrica através de areas de quadrilateros para melhor visualizacao.

Figura 130 — O volume de uma pera
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Na figura [130] o autor tira uma foto de uma pera, com uma régua ao lado para que
possa ser usada a escala adequada ao sistema de eixos do Geogebra. Entao sao marcados
pontos na linha da pera e os pontos sao ajustados a um polinomio de grau 6. O grau do
polindmio deve ser par e os graus 2 e 4 nao apresentariam resultados satisfatérios.

O volume entao pode ser calculado tanto através da integral da funcao polinomial

como também pode ser gerado um sélido de revolugao e entao obtem-se seu volume.
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Figura 131 — Inova Tecnologia
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4.2 Nossos resultados

Finalmente, este trabalho sera submetido como conteido para a disciplina de

tecnologia do Inova Educacao Tecnologia, programa que o governo do Estado de Sao Paulo,

através da Secretaria da Educacao (SEE-SP| 2019)) langou para que, a partir de 2020, o

curriculo oficial do estado tenha uma disciplina especifica para o ensino de tecnologia com
uma aula semanal em todas as séries do Ensino Fundamental e Médio.

Também estd programada a apresentacao deste conteido em escolas particulares da
cidade. Apds um primeiro contato, o Instituto Samaritano de Ensino de Franca demonstrou
interesse e pediu um projeto de aulas utilizando construcoes especificas para determinados
contetidos no Geogebra para serem utilizados pelos alunos do Fundamental T (1° ao 5°
anos) em 2020, caso seja aprovado pela gestao da escola.

A diretoria de ensino de Franca, através de contato realizado pelo departamento de
supervisao, tomou conhecimento deste trabalho e também solicitou maiores informacoes
em reuniao a ser realizada no inicio do 2020, no que se refere a capacitacao de professores
para o desenvolvimento de contetido atraves de construcao de modo similar ao realizado

por este trabalho.
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo a construgao de uma ferramenta dentro do
ambiente do Geogebra que facilite o ensino-aprendizagem do método de eliminacao de
Gauss em sistemas de trés equagoes com trés incégnitas. A adaptagao para sistemas 2x2 ou
para sistemas com mais de trés equagoes utiliza os mesmos métodos de construgao, variando-
se apenas as quantidades de equacoes e coeficientes. Tal facilidade de personalizacao foi
fator fundamental na escolha inicial do tema desta dissertacdo bem como na abordagem
escolhida para o uso do software.

Optamos por utilizar apenas ferramentas acessiveis a professores sem conhecimento
prévio de programacao mas destacamos que o Geogebra nao se restringe ao uso realizado
neste texto. Existem opg¢Oes mais avancadas, que requerem conhecimentos mais especificos
mas que produzem resultados mais refinados.

Nossa escolha de nivel de uso de software bem como do tipo de resultado esperado
justifica-se perante a demanda crescente nas escolas por novos métodos de ensino que
sejam adaptaveis, interativos e dinamicos, capazes de contextualizar os contetiidos e instigar
os alunos a construirem seu proprio conhecimento. O uso livre e gratuito do Geogebra
garante facil acesso ao software e os arquivos construidos, que podem ser acessados até
mesmo via celular, aumentam as possibilidades de que as aulas sejam bem sucedidas,
sendo estas caracteristicas de muita importancia principalmente no universo da escolas
publicas que nem sempre contam com computadores em niimero ou condigoes adequadas.

Esta dissertacao abre caminhos para abordagens de outros conteiidos em trabalhos
futuros, sejam no ensino de Matematica do Ensino Médio, como no Fundamental ou mesmo

em outras disciplinas.
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