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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de aplicacoes de equagoes diferenciais
ordinarias classicas presentes na literatura. Para isso, estudamos a teoria de equacoes
diferenciais de primeira ordem; lineares, separaveis e exatas e das equacgoes diferenciais de
segunda ordem com coeficientes constantes. Finalizamos com um estudo introdutoério para
alunos do ensino basico através do Calculo Diferencial, utilizando problemas conhecidos

por eles das aulas de Fisica basica.

Palavras-chave: Matemédtica, Modelagem matemaética, Equacoes Diferenciais, Aplicagoes,

Caélculo, Engenharias, Fisica, Quimica, Ensino Médio.



Abstract

The present paper has as objective the study of applications of classical differential equations
present in the literature. For this, we study the theory of differential equations of the first
order; linear, separable and accurate equations and second-order differential equations with
constant coefficients. We conclude with an introductory study for elementary students

through Differential Calculus, using problems known to them from basic physics classes.

Keywords:Mathematics, Mathematical Modeling, Differential Equations, Applications,
Calculus, Engineering, Physics, Chemistry, High School.
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Introducao

Uma preocupacao muito frequente entre os estudantes é a utilizacao imediata de
determinada teoria. Por isso, escolhemos o estudo de equacgoes diferenciais, pois possibilita
muito mais do que a obtencao da solugao de um problema, possibilita compreender
o comportamento do processo modelado pela equacao. A importancia do estudo das
equacoes diferenciais justifica-se pelo fato de que mesmo as mais simples, correspondem a
modelos fisicos uteis e a compreensao de um processo complexo é alcancado, em geral,
pela combinacao de modelos mais simples.

Como muitos principios ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico sao
proposigoes envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acontecem, matematicamente,
estamos tratando equacoes diferenciais.

Desse modo, organizamos esse trabalho em 5 capitulos, dedicando dois deles ao estudo
de equagoes diferenciais de primeira e segunda ordem, outros dois dedicados a algumas
aplicagoes destas equagoes diferenciais. O tultimo capitulo é dedicado a introdugao do
conceito de taxa de variacao para alunos do ensino basico e uma breve interpretacao
geométrica também pode ser encontrada ali. O movimento de fluidos, o fluxo da corrente
elétrica em circuitos, a dissipacao de calor em objetos solidos, a propagacao e a deteccao
de ondas sismicas, o aumento ou a diminuicao de populacoes, compoem uma pequena
lista de problemas que esperamos, possa motivar a maioria dos alunos para o estudo das

equacoes diferenciais.



1 - Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem

Considere a equacao diferencial de primeira ordem:

dy
— = f(¢ 1.1
em que f: €+ R é uma funcao definida em um aberto 2 C R2.
Qualquer funcao diferencidvel y = ®(t) que satisfaz 2 = f(t, ®(t)) para ¢ em um

intervalo I C R é chamada de solugao da Equagao (1.1) definida em I.

Vamos verificar se essa funcao existe e desenvolver métodos para encontrar essa fungao.
Assim, descreveremos alguns métodos para solucionar a equacao em termos de funcoes
elementares para uma funcao arbitraria f.

Se a fungdo f em (1.1) depender linearmente da variavel y, entao (1.1) é dita uma

equacao diferencial linear de primeira ordem.

Considere a equacao diferencial

Y 4 altyy = bl0) (1.2)

Multiplicando por p = u(t), obtemos:

p Y 4 altygu = bt (1.3)

i é chamado fator integrante e serd determinado posteriormente. Como

d _dy du
Syl = p -y
dy d du
= = Sl —y—
Substituindo em (|1.3)),
d du
— .y —y— = 1.4
eyl =y +alt)y.p = b(t)y (1.4)
Se p = u(t) é tal que
dy
Yo +a(t)y.p =0, (1.5)

a Equacao (|1.4) pode ser facilmente integrada.
Se (|1.5]) ocorre, entao

dp dp
Yo = altlyp = — = alt)p
s d

= qt) = —In|u| = alt
= a(t) = o Inlul = oft)
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d
—1 =
/ ; n |p|dt /a(t)dt

= In |y :/a(t)dt—i—cl

— eln|,u| — & .ef a(t)dt

Integrando

= ‘M' = 601_€fa(t)dt = = :l:eq_efa(t)dt

= = C2€fa(t)dt7

em que ¢y = e
Como p satisfaz (1.5) para qualquer ¢, # 0, entao, escolhendo ¢; = 1, ([1.5)) ocorre e,
consequentemente (|1.4)) fica assim:

Integrando

/%[u-y] = /b(t)udt

= [py] = /b(t)dt +c

_ Jb@)dt +c
— T
em que p = el ®dt,
Observe que, como

dp . [a(t)dt _
e a(t)e =a(t)u

entao
v =ng +u
= u% +ya(t)p
= b(t)p
Integrando, temos:
Yo = /b(t),udt +c, (1.6)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Algumas vezes a integral na Equagao ([1.6) pode ser
calculada em termos de funcoes elementares. Mas isso nem sempre é possivel, entao

escrevemos a solucao geral da seguinte maneira:

v | [ noneas

fu(t)

Inicialmente vamos nos preocupar em verificar se o problema de valor inicial sempre
tem solucao ou se pode ter mais de uma solugao. Podemos verificar esse resultado através

do Teorema de Existéncia e Unicidade, que sera enunciado a seguir:
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Teorema 1.1 - Se as fungoes a e b sao continuas em um intervalo [ : o <t < 3

contendo t = ty, entdo existe uma unica fungao y = ¢(t) que satisfaz a equagao diferencial

Y +al(t)y = b(t)

para cada t em [ e que também satisfaz a condicao inicial

y(to) = yo,

onde gy é um valor inicial arbitrario prescrito.
Teorema 1.2 - Suponha que as fungoes f e 0f /0y sdo continuas em algum retangulo
a<t<fB,v<y<dcontendo o ponto (tg,yp). Entao, em algum intervalo to — h < t <

to + h contido em o < t < (3 existe uma tnica solu¢cao do problema de valor inicial

y, = f(ta y)> y(tO) = %Yo
Exemplo - Resolva o problema de valor inicial
ty +2y = 4t (1.7)
y(1) = 2 (18)
Para determinar a(t) e b(t) corretamente, devemos escrever a Equagao (|1.7) na forma
da Equagao (|1.2). Dessa forma, vamos dividir a Equagao (1.7)) por t, (¢ # 0) e obtemos a
seguinte equacao:
, 2
Yy + ;y = 4Zf, (19)
de modo que a(t) = 2 e b(t) = 4t. Para resolver a Equacao ([1.9), vamos calcular o fator
integrante u(t):
2
wu(t) = ea:p/ Edt = 2l — 42
Multiplicando a Equacao ((1.9) por u(t) = 2, temos:

t*y' + 2ty = (tPy) = 4t

e, portanto,
t2y = t' +c,
em que ¢ é uma constante arbitraria. Assim:
_p2 €
y=1t + t_2

é a solugao da Equagao (|1.7)).
Para satisfazer a condicao inicial y(1) = 2, fazemos:
c
2:y(1):12+ﬁ:>c:1
Como ¢ = 1, entao:
1
_ 42
y=1 + t—Q,t >0
é a solucao do problema de valor inicial, pois a funcao y = t% + tiz para t < 0 nao é parte

da solucao desse p.v.i. uma vez que ty = 1.
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1.1 Equacdes Separaveis

Considere a equacao de primeira ordem:

d

d—i = f(z,y). (1.10)

Considere agora uma subclasse de equagoes de primeira ordem que podem ser resolvidas
por um processo de integragao direta.

Para isso, vamos reescrever a Equacao (|1.10)), se for possivel, na forma:

M(z) + N(y)% —0. (1.11)
= N = M)

Integrando o lado esquerdo [ N(y)y'(z)dx e fazendo a mudanga de varidvel y = y(z) =
dy = y/(x)dz, temos [ N(y)dy.

Logo, (1.11)) equivale a
/N(y)dy: —/M(m)dw

., - . Ldy .
ou seja, ¢ como se fosse possivel "multiplicar cruzado T e integrar.
x
Exemplo 1

Mostre que a equagao

dy x?
- =— 1.12
dr 1 —1y? ( )
¢ separavel e depois encontre uma equacao para suas curvas integrais.
Se escrevermos a Equagao (1.12) na forma
dy
2 2
(- (113

entao ela tem a forma (|1.11)) e é, portanto, separavel.

3
—x
Note agora que a primeira parcela na Equacao (1.13|) é a derivada de = e que a

3
segunda, pela regra da Cadeia, é a derivada em relagao a = de y — % Assim, a Equacao

(1.13) pode ser escrita da seguinte forma:

d [ —a3 d Y3
%(T)+%(y_§)_0’

ou
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Integrando, obtemos:

—* 4+ 3y — 1 =, (1.14)

em que ¢ é uma constante arbitraria.

A Equacao é uma equacao para as curvas integrais da Equacao . Qualquer
funcao diferenciavel y = ®(z) que satisfaz a Equagao é uma solucao da Equacao
(1.12). Uma equagao da curva integral que contém um ponto particular (zo,yo) pode
ser encontrada substituindo-se = e y por xy e yy respectivamente, na Equacao ((1.14]) e
determinando o valor correspondente de c.

Exemplo 2

Resolva o problema de valor inicial

dy  3x* + 4w +2
de — 2y-—1)

e determine o intervalo em que a solugao existe.

y(0) = —1, (1.15)

A equacao diferencial pode ser escrita da seguinte maneira:

2(y — 1)dy = (32* + 4a + 2)dx

Integrando a expressao a esquerda do sinal de desigualdade em relagao a y e a expressao

a direita em relacao a x, obtemos:

y? — 2y =2 + 22 + 2z +c, (1.16)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Para determinar a solug¢ao que satisfaz a condicao
inicial dada, substituimos os valores x = 0 e y = -1 na Equagao (|1.16|), obtendo ¢ = 3.

Portanto, a solucao do problema de valor inicial é dada implicitamente por:

y® — 2y = 2° + 22° + 27 + 3. (1.17)

Para obter a solugao explicitamente, precisamos resolver a Equacao ([1.17) para y em
funcao de z. Como a equagao (|1.17)) é uma funcao quadratica, utilizamos a Férmula de

Bhaskara para chegar a seguinte solucao:

y=1+Vad+222+2x+4 (1.18)

A Equacao fornece duas solucoes da equacao diferencial, mas apenas uma delas
satisfaz a condicao inicial dada. Essa é a solugao correspondente ao sinal de menos na
Equacao , a outra solucao da mesma equacao diferencial satisfaz a condicao inicial
y(0) = 3. Assim, a solu¢ao do problema de valor inicial é:

y=0(x)=1— Va3 +222+ 22 +4 (1.19)
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Para determinar o intervalo no qual a solucao é valida, precisamos encontrar o
intervalo no qual ® + 222 + 2z + 4 é positiva. O tnico zero real dessa expressdo é x = -2,
logo o intervalo desejado é x > —2. A fronteira do intervalo de existéncia da solucao (|1.19))
é determinado pelo ponto (—2,1), j& que se substituirmos z por -2 na Equagao ,
obteremos y = 1.



2 - Aplicacoes de Equacoes Diferenciais de

Primeira Ordem

2.1 - Juros compostos

Vamos considerar o seguinte problema: uma certa quantidade de dinheiro é depositada
em um banco ou fundo de investimento que paga juros a uma taxa anual 7. O valor
S(t) serd o investimento em qualquer instante ¢, dependendo com que frequéncia que os
juros sao aplicados ao capital e da taxa de juros. As instituicoes financeiras tém politicas
diferentes sobre a composicao dos juros, que podem ser mensais, semanais ou diarias.
Considerando que os juros sao calculados continuamente, podemos escrever um problema

de valor inicial que descreva o crescimento do investimento. (BOYCE; DIPRIMA, 2002])
s

A taxa de variacao do investimento é o que é igual a taxa segundo a qual o

investimento aumenta, ou seja, é a taxa de juros r vezes o valor do investimento S. Assim,
ds
dt

é a equacao diferencial que representa esse problema.

rS (2.1)

Suponha ainda que o valor do investimento em um instante t = 0 seja representado

por Sy. Assim, podemos escrever:

S(0) = S, (2.2)

Entao a solugao do problema de valor inicial (2.1)) e (2.2)) nos da o saldo S(t) na conta
em qualquer instante t. A equacao diferencial (2.1)) é linear e separavel.

Sabemos, do Calculo, que:
r m
¢ = lim (1 + —)
De maneira analoga, temos que:

&t = lim (1 + %)mt (2.3)

m— 00

Logo, resolvendo a Equagao (2.1)) e usando a condigao inicial (2.2]), encontramos:

S(t) = Spe" (2.4)

Assim, podemos perceber que se uma conta bancaria onde os juros sao compostos

continuamente, o saldo cresce exponencialmente.
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Vamos analisar os resultados desse modelo continuo onde os juros sao compostos em

intervalos de tempo finitos. Se os juros sao calculados uma vez por ano, entao, apés um

periodo de t anos,

S(t) = S()(]_ + T)t

Se os juros sao calculados duas vezes por ano entao, ao final de 6 meses, o valor do
investimento é Sy[1 + (r/2)] e, ao final de 1 ano, é Sy[1 + (r/2)]%. Assim, se considerarmos

um periodo de tempo de t anos, temos:

S(t) = S, (1 + g)zt

Em geral, se os juros sao calculados m vezes ao ano, entao:

r\mt
S(t) = S (1 —) 2.5
0 =5 (1+ = (2.5
Usando a Equacao ([2.3), temos que:

r mt
lim S, (1 + —) = Syt
m

m— 00

Podemos aplicar esse modelo a investimentos em geral, onde pode haver dividendos e
até ganhos de capital, além de juros. Assim, vamos nos referir a r como sendo a taxa de
rendimento.

A tabela abaixo mostra o efeito do aumento da frequéncia de calculo para uma taxa
de rendimento r de 8%. As segunda e terceira colunas sao calculadas usando-se a Equagio
para o célculo trimestral(m=4) e didrio(m=365), respectivamente, e a quarta coluna

é calculada pela Equacao (2.4]) para o calculo continuo.

Tabela 1 — Crescimento de Capital a uma Taxa de Rendimento de r = 8% para Diversas
Composicoes dos Juros

S(t)/S(to) da Equagao (2.5) | S(¢)/S(ty) da Equagao(2.4)
Anos | m =14 m = 365
1| 1,0824 1,0833 1,0833
2 1,1717 1,1735 1,1735
5) 1,4859 1,4918 1,4918
10 2,2080 2,2253 2,2255
20 | 4,8754 4,9522 4,9530
30 | 10,7652 11,0203 11,0232
40 | 23,7699 24,5239 24,5325

Vamos analisar um exemplo, durante um periodo de 10 anos, a diferenca entre o calculo
trimestral e o continuo é de R$17,50 por R$1000,00 investidos, ou menos de R$2,00 por

ano, pois:
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2208, 00 — 2225,50 = 17,50

A diferenca seria um pouco maior para taxas de rendimento maiores e um pouco menor
para taxas de rendimento menores. Ao analisar a primeira linha da tabela vemos que,
para a taxa de rendimento r = 8%, os juros compostos anuais calculados trimestralmente
correspondem a 8,24% e os calculados diariamente ou continuamente correspondem a
8,33%.

Vamos considerar o caso da composicao continua e supor que podem existir depdsitos
e saques, além do acréscimo de juros, dividendos ou ganhos de capital. Se supusermos
que os depdsitos ou saques sao feitos a uma taxa constante k, entdao a Equacao (2.1) é

substituida por

dsS
—=rS+k
ar T
ou, em forma padrao,
dsS
— —rS=k 2.6

onde a constante k é positiva para depdsitos e negativa para saques.

A Equagao ([2.6)) ¢é linear com fator integrante e ", logo sua solucao geral é:

S(t) = ce’ — (é) ,

onde ¢ é uma constante arbitraria. Para satisfazer a condigao inicial (2.2)), precisamos

k
escolher ¢ = Sy + (—>
r

Logo a solucao do problema de valor inicial (2.6)), (2.2)) é:

S(t) = Soe™ + (§> (e — 1) (2.7)

A primeira parcela na Equacao refere-se ao rendimento acumulado sobre o
investimento inicial Sy e a segunda parcela refere-se a taxa k de depdsito ou saque.

A Equagao é uma generalizagao para S(t). Assim, podemos comparar o resultado
de programas de investimento diferentes ou taxas diferentes de rendimento.

Por exemplo, se uma pessoa abre uma conta (PREV) para complementar sua aposenta-
doria com 25 anos e faz investimentos anuais de R$2.000,00 dai para a frente de um modo
continuo, com uma taxa de rendimento de 8% ao ano, qual serd o saldo na conta PREV
quando a pessoa tiver 65 anos?

Temos Sp = 0, r = 0,08, k = R$2.000,00 e queremos determinar S(40). Da Equacao

([2.7)), temos:

S(40) = (25.000)(e*? — 1) = $588.313, 25
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E interessante observar que a quantia total investida é de R$80.000, de modo que a
quantia a mais, R$588.313,25, resulta do rendimento acumulado sobre o investimento.
O saldo depois de 40 anos é bastante sensivel a taxa suposta. Por exemplo, S(40) =
R$508.948,00 se r = 0,075 e S(40) = R$681.508,00 se r = 0,085.

Vamos examinar, agora, as hipdteses que usamos no modelo. Primeiro, supusemos que o
rendimento é composto continuamente e que o capital adicional é investido continuamente.
Nenhum desses fatos é verdadeiro em uma situagao financeira real. Supusemos, também,
que a taxa de rendimento r é constante durante todo o periodo em questao, enquanto, de
fato, ela provavelmente flutuard bastante. Embora nao possamos prever taxas futuras de
maneira confiavel, podemos usar a Equacao para determinar os efeitos aproximados
das projecoes de taxas diferentes. E possivel, também, considerar r e k£ na Equacao 1)
como fungoes de t, em vez de constantes; é claro que, nesse caso, a solu¢ao pode ser muito
mais complicada do que a Equacao ([2.7)).

O problema de valor inicial , ea Equa(;éo também podem ser usados
para analisar diversas situacoes financeiras, incluindo pensoées, hipotecas, financiamentos

de iméveis e financiamentos de carros.

2.2 - Dinamica Populacional

2.2.1 - Modelo de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834), em 1798 publicou seu trabalho anonimamente
no livro ” An Essay on the Principle of Population as it Affects the Future Improvemente
of Society”, onde usou um modelo que estabelecia que o crescimento populacional se daria
segundo uma progressao geométrica. O trabalho de Malthus teve grande influéncia na
teoria da evolugao de Charles Darwin (1809-1882) e também de Alfred Russel Wallace
(1823-1913).(TEIXEIRA| 2012)

No livro de Malthus havia poucos dados que comprovassem suas ideias. Ele nao
conseguiu traduzir corretamente suas ideias em modelos matematicos, mas preparou o
caminho para o trabalho de Adolphe Quetelet (1796-1874), Pierre-Frangois Franco e Pierre
Francois Verhulst (1804-1849).

Ao longo do tempo Malthus publicou seu trabalho, anexando novas matérias. As ideias
de Malthus nao foram completamente inéditas, pois a tese de que a populagdo cresce
geometricamente ja era familiar a Euler meio século antes. No entanto, Malthus lidou com

o assunto de forma polémica.
A aplicacao desse modelo as populagoes humanas gerou uma grande discussao no inicio
do século XIX. Malthus afirmava que a populagao mundial crescia em razao geométrica,

enquanto os meios de sobrevivéncia cresciam apenas em razao aritmética. Assim a
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populacao cresceria até um limite de subsisténcia e seria controlada por fome, miséria,
epidemias, guerras, vicios, etc. Por isso é considerado um modelo muito simples.
Analisando matematicamente esse modelo, considere P(t) o nimero de habitantes de
uma espécie num instante t. Num intervalo de tempo At, supomos que os nascimentos
e as mortes sao proporcionais ao tamanho da populagao e ao tamanho do intervalo, ou
seja, o numero de nascimentos ¢ igual a aP(t)At e o nimero de mortes é igual a SP(t)At,

onde « é o coeficiente de natalidade e 5 o de mortalidade. Assim:

AP = P(t + At) — P(t) = aP(t)At — BP(t)At,

AP = (a — B)P(t)At,

AP
S = (= H)P()

Aplicando limite quando At — 0, temos a equacao diferencial:
dpP
dt

Logo, a taxa de variacao de uma populacao é proporcional a populagao em cada

=(a—p)P (2.8)

instante. Note que P = 0 é o tnico equilibrio dessa equagao.
Da Equacao ([2.8), obtemos:

o (5)=ta-n)

Integrando ambos os membros em funcao de ¢, temos:

In|P| = (= pB)t+c
P(t) = kele=Pt

Lembrando que P(t) > 0 para todo t > 0 e considerando P(0) = P,, entdo a solugao

do problema de valor inicial (pvi) é:

P(t) = Poe(aiﬁ)t

Se oo = 3, isto é, o indice de natalidade for igual ao de mortalidade, entdao P(t) = Fj e,
portanto, a populacao nao varia. Se o > (3, isto é, natalidade é maior que mortalidade,
entao a populagao cresce exponencialmente com o tempo. Se a < (8 a populacao diminui e

tende a extincao a medida que t cresce.

2.2.2 - Dinamica de crescimento de um tumor

O tumor ¢ um aumento de tamanho em algum tecido do corpo causada por um

desequilibrio no sistema de divisao celular causando uma multiplicacao excessiva das
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células. O mecanismo de divisao torna-se inoperante e as células passam a proliferar-se
anormalmente sem que as necessidades do organismo controlem tal proliferacao. O tumor
pode ser considerado benigno (nao cancerigeno) ou maligno (cancerigeno).

Segundo o Instituto Nacional do Cancer - INCA (2008), o cancer é responséavel por
cerca de 13% de todas as causas de ébito no mundo e isso representa cerca de sete milhoes
de pessoas.

Benjamin Gompertz, matematico inglés do século XIX, modelou o processo de cresci-
mento de tumores. Ha outros modelos como os continuos que envolvem equagoes diferenciais
envolvendo condigoes iniciais e de contorno, modelos com formacao de padrao fractal, por

exemplo, crescimento de tumores malignos no cérebro e assim por diante.

2.2.3 - Modelo de Gompertz para o crescimento de tumores

O modelo de Gompertz é dado por:

dN K

onde

e N(t) é a populacdo de células tumorais no instante ¢;

t é o instante considerado para cada quantidade de populacao de células;
e 7 é a constante positiva de crescimento interno da célula;

e K ¢é o tamanho maximo que o tumor pode atingir com os nutrientes disponiveis, ou

seja, nossa capacidade de suporte.
Para solucionar a Equacao (2.9) devemos fazer uma mudanca de varidvel. De fato,

dN N
Seja
N
u:ln<E) = N = Ke"
dN
- K
= i e

Como u = In(%) e N = Ke*, temos que:

L du

dt

Ke“d—u = —7rKe"u = —ruKe"

dt

du —ruKeY

dt Kev
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du
= —ru

- =

d—u:—rdtﬁ/d—u:—/rdt
U U

1 t+c=1 N —rtec
nu—=——r C n{|{— =€ &
K

e como N(0) = Ny, entao

N(t) = Ke="n(%) (2.10)

que ¢é a solucao do Problema de Valor Inicial:

d—N =rNln (5>
dt

A carga letal de células tumorais estd entre 102 — 10'3 células porque as populacoes de
células nao normais e nao metastaticas nao podem ser excedidas por esse limite suporte.
Entdo, iremos considerar, para os cdlculos, que nossa capacidade de suporte serd K = 103
células.

Os parametros da solucao da equacao de Gompertz serao calculados onde r = 0 ,0060,
K =103 e Ny = 10°. Logo, a equagao (2.10)) com esses valores declarados torna-se:

N(t) . 1013676—0,0024ln(10)t
cuja representacao grafica é a seguinte:
E importante ressaltar que o crescimento do tumor, ao passar do tempo, esta sendo

considerado sem algum tipo de tratamento contra o mesmo.

2.2.4 - Modelo Logistico para o crescimento de tumores

O modelo de crescimento logistico, apresentado por Pierre Frangois Verhulst em 1838 é

dado por:
dN N
—=r(l—-= )N 2.11
a ( K ) (2.11)
que complementa a equagao do crescimento populacional exponencial proposto por Malthus,

produzindo taxas infinitas de populagoes com o crescimento do tempo que pode vir a
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Figura 2.1 — Grafico do crescimento populacional de células tumorais.fonte: (SILVAL [2014])

descrever bem inicialmente, mas para tempos suficientemente grandes foge da realidade

das populacoes reais. O crescimento de tumor pelo estudo de Malthus seria:

AN
— =7rN 2.12
=T (2.12)

que tem como solugdo, por separagao de varidveis, e sendo as condicbes iniciais N(0) = No,

a funcao:
N(t) = Nye' (2.13)
De acordo com os dados propostos (r = 0 ,0060, K = 103 e Ny = 10?), a equagao
(2.13) fica da seguinte forma:

N(t) = 10130006t

mas, observe que para t — oo, N(t) — 0o que para o crescimento tumoral nao é real
para tempos indefinidamente grandes. Porém, para o modelo logistico, isso nao acontece e

veremos esse fato ao resolvermos a equagao. Sendo N(0) = Ny, temos o seguinte PVI:

dN N
E”(“?)N

De fato,
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K
N(K = N)

Por fragoes parciais, temos que:

dN = rdt

K _1+ 1
N(K-N) N K-N

Integrando ambos os membros, temos que:

/(%—FKiN)dN:/rdt
[()axs [ (g )av-rc

InN —In(K —N)=rt+C

N
ln(K—N) =rt+C

— ort O — . rt C
TN ¢ e = N=(K—-N)e".e

= N = Ke™.e® — Nete®
= N + Ne™te® = Ket.e¢
= N(1+4e"e%) = Kem.e

Ke e©
= N(t) = 1+ ert.e¢

Para encontrar a solucao do PVI, primeiro multiplicamos a ultima equagao encontrada
(1+¢e%) K
K (1+€%)
Arrumando adequadamente, temos:

por

Kec (1+€C)6Tt
1+e¢ ) K(ete® +1)

N(t) = K. (

C

5 temos que a solugao do

Fazendo as alteracoes necessarias e sabendo que Ny = T30
e

PVI sera:

- KN,
- N() + (K — No)e—”
Como 1 = 0,0060, K = 10'3 e Ny = 10?, temos que:

N(t)
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10>
N(t) = 109(1013 — 109)e 000601

Observe que quando t — oo, N(t) — 10'3, ou seja, para um tempo suficientemente

grande, a populacao de células tumorais tende para a capacidade de suporte K.

- X 1u1.: Grafico. populacio de cfiuias versus evolugcdo do lempo
T T T T

Papulagée de célunas k)

[ bl 1030 1500 2000 2500 000
Evatagio do temrga t

Figura 2.2 — Modelo logistico do crescimento populacional de células tumorais. Fonte:
(SILVAL 12014)

Acima estd a representacao grafica dessa situacao.

Em ambos os modelos, quando t — oo, a populacao de células tende a capacidade
suporte. Porém, graficamente vemos que ha diferencas em como as células tumorais estao
evoluindo com o tempo. No modelo logistico, a populagao de células cresce bem mais
devagar do que o modelo de Gompertz. Ambos, porém, para um tempo suficientemente
grande, tendem a capacidade de carga. O grafico abaixo apresenta os dois modelos no
mesmo plano.

Observe que, no inicio, o modelo de Gompertz cresce rapidamente, ja o modelo logistico
forma uma curva chamada sigmdide, que no inicio apresenta crescimento mais lento. Ainda,
ao analisar graficamente, percebemos que o modelo logistico demora, praticamente, duas
vezes e meia a mais que o modelo de Gompertz para chegar a capacidade suporte.

Nos dois casos acima os modelos ja foram apresentados prontos.

O grafico abaixo apresenta os dois modelos no mesmo plano.
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Figura 2.3 — Modelo de Gompertz e Modelo logistico. Fonte: (SILVA, 2014])

2.3 - Absorcao de medicamentos

Farmacocinética é o caminho que o medicamento segue no organismo de seres vivos
como humanos. Trata-se das etapas que a droga sofre desde a administragao, introdugao
do farmaco no organismo como tomar um comprimido, até a excrecao, processo pela
qual o farmaco deixa o organismo definitivamente, que sao: administragao, absorcao,
biotransformagao, biodisponibilidade e excrecao.

O funcionamento do modelo é simples. A primeira dose aplicada no instante ¢ tem como
concentracao de droga no sangue zero e a consequéncia ¢ a distribuicao no organismo. Disso
ocorre a biotransformacao ou metabolizacao aumentando a concentragao da substancia
no organismo. Porém, ha um determinado momento em que a concentragao para de
aumentar havendo, assim, um declinio do efeito. Passado esse determinado instante de
tempo, precisamos, no instante ¢; tomar uma nova dose da droga e o processo vira um
ciclo. Diante desse fato é que os médicos indicam de quanto em quanto tempo precisa ser
tomado certo medicamento.

Apesar de existirem diversos modelos, cada um com sua area de interesse, nosso
modelo é simples baseando-se apenas no decaimento do efeito da droga no sangue em
funcao do tempo. Supondo que a taxa de variacao da concentracao é proporcional a
concentracao existente na corrente sanguinea em cada instante ¢ e sabendo que a dosagem

(da concentragao) inicial seja C'(0) = Cy, entao,

>~ __c
a P
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onde,
e C(t) é a concentracao de droga (medicamento) no sangue;
e () é a dosagem inicial ministrada absorvida pelo sangue:;
e t ¢ o tempo de acao da concentracao;

e -k é a constante de proporcionalidade negativa (devido ao decaimento de concentracao

da droga no sangue).

A solugao sera encontrada por separacao de variaveis.

De fato,
dc dc t
%——”C;‘/?—/to‘“dt

= In(C) = —p(t —to) + k

C(t) = e #t=t) gk

Mas, como C(0) = Cy, temos que:

C(t) = Cye Hitt0) (2.14)
que ¢ a solucao do seguinte PVI:
dc
— = —uC
a N
e

Para encontrar o valor de i é necesséario saber o tempo de meia-vida ¢ 1 bioldgico que é
o tempo em que a concentracao do farmaco cai pela metade do seu valor inicial. Entao,
em C(t) = 1Cy, obtemos
In(3)
| =
? M

Vamos analisar a agao do Fenobarbital com uma concentragao inicial Cy = 0,03mg/ml

t

em um adulto de acordo com a bula do medicamento e p = —0,007296 por intermédio de

um tempo de meia-vida de 95 minutos nos fornecendo a seguinte equagao:

C(t) =0 03 —0:007296(t—t0)
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onde ty é o tempo inicial do intervalo na primeira dose da medicacao ou na dose apéds a
queda do efeito da mesma. Por exemplo, para o intervalo de tempo em minutos [0,480],
to = 0 e para o intervalo [480,960], to = 480 e assim por diante.

O grafico da funcao C é representado pela figura abaixo:

Grfico. concentrag o de Fencharbilal versus tempo

0.035

0.0z

L=
=
Lx

o0iE

Concertragdo C imygsml

] 430 60
Tempa [ iminubos)

Figura 2.4 — Concentracao versus tempo. Fonte:(SILVA| 2014)

Podemos notar que a cada 480 minutos (8 horas) uma nova dose de Fenobarbital é
aplicada, ou seja, o tempo inicial de aplicacao é a cada 480 minutos e a partir de entao a
concentracao da medicagao decai em fungao do tempo.

Observe que para t suficientemente grande, a concentracao da medicacao tende a
concentracao inicial, entao o paciente, no tempo designado, tem que tomar uma outra
dose, criando, assim, um ciclo até o fim do tratamento estipulado pelo médico responsavel.

Neste modelo também partimos da problematica ja formulada e, assim, passamos a
resolver esse problema.

Com os resultados obtidos, verificamos a validacao a partir da aplicacao por comparar
a solucao do modelo com a bula do medicamento que indica que a concentracao plasmaética

maxima ocorre, em adultos, dentro de aproximadamente oito horas.

2.4 - Aplicacdo na Engenharia Elétrica

Muitos povos usaram seus conhecimentos sobre a eletricidade na Antiguidade. (BAT;
TAGLIN; BARRETO, 2012))
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Os sumérios sabiam da existéncia da Eletricidade e de materiais condutores, como o
cobre, a prata e o ferro e os materiais isolantes como o betume e a argila seca e conseguiam
gerar Eletricidade.

Os Chineses usaram seus conhecimentos sobre Eletricidade para construir agulhas
magnéticas.

Os Gregos construiram as bussolas que eram utilizadas nas navegagoes pelo Mar
Mediterraneo e conheciam as propriedades do ambar, a qual ao ser atritada adquiria a
propriedade de atrair corpos leve, conforme os escritos de Tales de Mileto.

Na Franca, em 1269, Pierre Pelerin de Maricourt fez experimentos com imas e escreveu
a “Epistola do Magneto”, explicando como identificar os p6los de uma bissola, descrevendo
as leis da atracao e repulsao magnéticas, bem como a descricao de bussolas, as quais
poderiam direcionar seus passos para qualquer lugar do mundo.

Estes estudos sao atribuidos a Gilbert, em 1801, aproximadamente 532 anos depois,
tendo este desenvolvido o conceito de espectro de campo magnético, em 1801.

As invengoes de destaque dos séculos XVII e XIX foram o gerador de corrente continua,
o telégrafo, a lampada elétrica, o radio, o telefone e o sistema de corrente alternada,
enquanto no século XX foram a valvula eletronica, o semicondutor, o circuito integrado, a

televisao e o computador eletronico.

2.4.1 - Corrente elétrica

A corrente elétrica pode ser definida como o fluxo continuo de cargas elétricas.

A corrente elétrica média de um circuito elétrico pode ser definida como:

B _e-a
At to—ty]
considerada também como a taxa de variagao média da quantidade de carga elétrica

(2.15)

Ag num periodo de tempo At em dois pontos distintos do circuito elétrico, onde 7 é a
intensidade da corrente, Aq € a taxa de variagao da carga elétrica e At é a taxa de variacao
do tempo.

Para saber a intensidade da corrente elétrica em um instante de tempo ¢, tomamos o

limite dessa corrente elétrica média sobre intervalos de tempo cada vez menores:

A t+ At) —q(t
i) = lim 24 =y 2D Z )
At—0 At At—0 At
Assim, teremos a defini¢ao de corrente elétrica instantanea, ou a corrente elétrica num

dado tempo t;:

i(t) = % (2.16)

Para determinar a carga elétrica que passa pelo circuito no intervalo [0, t], resolveremos

a equacao diferencial abaixo utilizando separacao de variaveis:
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d
d3:>dq—zdt:>/dq—/

g(t) = i(t — 0) = q(t) = it (2.17)

Quando aplicamos uma diferenca de potencial entre os extremos de duas barras
geometricamente iguais e de materiais diferentes, por exemplo, como o cobre e o vidro,
vemos que as correntes resultantes sao muito diferentes. Isso porque cada uma delas
oferece valores diferentes de resisténcia elétrica.

Determinamos a resisténcia de um condutor, entre dois pontos quaisquer, aplicando
uma diferenca de potencial, V, entre dois pontos e medindo a corrente . Dessa maneira,

temos que a resisténcia R é dada por:

R = % (2.18)

Ou ainda,
V

= — 2.19

= (219)
Pela definicao de corrente elétrica, temos:

dg _V

dt R

Resolvendo essa equacgao por separacao de variaveis e considerando o intervalo de

Vv Vot
=—dt= [dg=—= [ dt
1= /q R/O

q(t) = %t (2.20)

tempo [0,t], temos:

Em , quanto maior a resisténcia, menor sera a intensidade da corrente, pois as
grandezas sao inversamente proporcionais, Ja em , fixados V e R, a quantidade de
cargas elétricas em um instante de tempo t poderd ser maior ou menor dependendo dos
valores da diferenca de potencial e da resisténcia e nao sendo mais analisados a partir do

valor da intensidade da corrente 3.
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Figura 2.5 — Circuito. Fonte: (RESNICK] 2012)

2.4.2 - Forca eletromotriz

A figura abaixo mostra um circuito formado por uma fonte(uma bateria por exemplo) e
uma resisténcia R. A forca eletromotriz da fonte estd representada com uma seta apontando

do terminal negativo para o terminal positivo.

Definimos a forca eletromotriz da fonte através da seguinte equacao:

AW
g = dq

A forga eletromotriz de uma fonte é o trabalho por unidade de carga que a fonte realiza
para transferir cargas do terminal de baixo potencial para o terminal de alto potencial. A

unidade da forca eletromotriz no Sistema Internacional (SI), é o volt (Joule por Coulomb).

2.4.3 - Circuito RC

Estudaremos os circuitos elétricos em que a corrente varia com o tempo. A Figura 2.6
mostra um circuito com um capacitor de capacitancia C, resisténcia R e uma fonte ideal
com forca eletromotriz €.

A capacitancia é uma medida da quantidade de carga que precisa ser acumulada nas
placas para produzir uma certa diferenga de potencial. Quanto maior a capacitancia, maior

a carga necessaria.

K
-
-+
|
I
@]

Figura 2.6 — Circuito RC. Fonte: (RESNICK] [2012)
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A carga ¢ e a diferenca de potencial V' de um capacitor sao proporcionais, isto é:

q=CV, (2.21)

onde C' é a constante de proporcionalidade chamada de capacitancia do capacitor. O valor
de C depende da geometria das placas, mas nao depende da carga nem da diferenca de
potencial.

A unidade de capacitancia no SI é o Coulomb por volt.Essa unidade recebeu o nome
especial de Farad (F).

No momento em que o circuito se completa, cargas comegam a se mover no circuito, isto
é, surge uma corrente que acumula uma carga ¢ cada vez maior nas placas do capacitor,

estabelecendo uma diferenca de potencial V' entre elas.

q
= = 2.22
v C ( )

Para analisarmos como variam com o tempo: a carga ¢, a diferenca de potencial
V' e a corrente ¢ enquanto o capacitor esta sendo carregado, aplicaremos a regra das
malhas ao circuito, percorrendo-o no sentido horario a partir do terminal negativo da fonte.
Lembrando que a regra das malhas nos garante que a soma algébrica das variagoes de
potencial encontradas ao percorrer uma malha fechada é sempre zero.

E, assim, obtemos:

—
—iR— - =0 2.23
£ [ C ( )

O dltimo termo do primeiro membro da equagao acima representa a diferenca de
potencial V entre as placas do capacitor. O termo é negativo porque a placa de cima do
capacitor, que esta ligada ao terminal positivo da fonte, tem um potencial mais alto que a
placa de baixo; assim, ha uma queda de potencial quando passamos da placa de cima para

a placa de baixo do capacitor.

Substituindo a Equagao (2.16]) em ([2.23)), e isolando a varidvel &, temos:

dg ¢
— 4+ == 2.24
Buto=¢ (2.24)
Dividindo ambos os membros por R, temos:
dq 1 €
i —)g== 2.2
i " (RC) 1R (2.25)

A equacao diferencial ordinaria linear de primeira ordem acima descreve a taxa de
N R . . dq .
variagao instantanea da carga ¢ em relagao ao tempo ¢ no capacitor o) Para resolve-la,

utilizamos o método de resolucao do fator integrante para equagoes lineares. Seja pu(t) o

fator integrante, entao:

p(t) = ef 7ot = ewe (2.26)
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Multiplicando a Equacao ([2.25]) pelo valor obtido para pu(t) na Equagao ([2.26f), temos:

d 1 t £

eRL dz —+ —RC eRrRCqg = EGRC (227)
Como: J 4 .
_t . L_C] t
(e Q)_eRcdt+RC ¢

Integrando, temos:

d t t
/E(eRC.q)dt: %/elwdt

€
e%q = eCere +KE

Isolando ¢, temos:

q(t) = eC + Kewe (2.28)

Considere as condigoes iniciais t = 0 e q(t) = 0 e substituindo na Equagao (2.28)),
temos:
0=eC+K=K=-cC

Substituindo o valor encontrado para K na Equagao (3.16), temos:

q(t) = eC — eC(e0) = ¢(t) = C(1 — 7o) (2.29)

Note que quando t — +00, temos que ¢(t) — €C, que é o valor final da carga no
capacitor.

Pela Equacao ([2.16)), temos que a derivada de ¢q(t) é a corrente de carregamento do

1
i) = G = —<C (%)

i(t) = Zemc (2.30)

capacitor. Assim,

€
Observando a Equacao ([2.30]), vemos que para t = 0, o valor inicial da corrente é = e

quando t — 400, o valor da corrente tende a zero, isto é, um capacitor em seu processo
de carregamento comporta-se inicialmente como um fio comum e apdés um longo periodo
de tempo, comporta-se como um fio interrompido.

Na Equacao , podemos encontrar o valor de ¢(%), ou seja, a diferenga de potencial

do capacitor em seu processo de carregamento.
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q(t) =eC(1 — el%) = ﬁct,) =e(l- e%),

e que, pela Equagao ([2.22]), obtemos:

V(t)=e(l—emc)

Note que quando t — +o0, a diferenca de potencial do capacitor tende a e, que
¢é o seu valor final, e quando t = 0, a diferenca de potencial é nula, isto é, o capacitor
estad descarregado em sua totalidade. Para descarregar o capacitor, basta deslocar a
chave S para a posigao b, a forga eletromotriz £ nao estara no circuito e o capacitor sera
descarregado por meio da resisténcia R. Como € nao faz mais parte do circuito, a corrente
no resistor cai para zero, porém nao de forma instantanea). Para ¢ = 0, entao nossa

equagao diferencial ([2.25|) seré:
dq 1
dt RC

A Equagao 1) pode ser resolvida assim como anteriormente, considerando u(t) = eRo
e multiplicando a Equacao (2.31)) por u(t), teremos:

-~9=0 (2.31)

¢ 1
Rfl‘i RC@RCQ = (.eFo (2.32)
Como
U= RO e

E(eﬁ q)=0
Integrando, temos:
d,
/E(eRC.q)dt: /Odt
e%.q =K
Isolando ¢,temos:
¢(t) = Kemo

Observe que para t — 400, a carga do capacitor tende a zero.

d
Como i(t) = d_jf]’ podemos calcular o valor da corrente e obteremos o seguinte:

0= e

—t
eRC

De maneira analoga, vemos que se t — +00, a corrente no capacitor tende a zero.
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2.4.4 - Indutores e Indutancia

Assim como um capacitor pode ser usado para produzir um campo elétrico, um indutor
pode ser usado para produzir um campo magnético com as propriedades desejadas. O tipo
mais simples de capacitor é o de placas paralelas e indutor é o solendide longo(solendide é
uma bobina helicoidal formada por espiras circulares proximas que, ao passar uma corrente
elétrica i, forma um campo magnético.).

Se as espiras do solenoide que estamos usando como indutor conduzem uma corrente i,
a corrente produz um fluxo magnético ® g na regiao central do indutor. A indutancia L

do indutor é definida através da relagao:

N
L=—7, (2.33)

onde N é o nimero de espiras.

Dizemos que as espiras do solenoide estao enlagadas pelo fluxo magnético e o produto
N®pg é chamado de enlacamento de fluxo magnético. A indutancia L é, portanto, uma
medida do enlagamento de fluxo magnético produzido pelo indutor por unidade de corrente,
sua unidade no Sistema Internacional é tesla-metro quadrado por Ampere (T%Q). Essa
unidade é chamada de Henry (H) em homenagem ao fisico americano Joseph Henry,

contemporaneo de Faraday e um dos descobridores da lei da inducao.

Figura 2.7 — Indutor. Fonte: (IRESNICK|, |2012D

Quando a corrente varia em um indutor mudando a posi¢ao do contato de um resistor
variavel, uma forga eletromotriz autoinduzida e aparece no indutor enquanto a corrente
esta variando. Este processo é chamado de autoinducdo. A forca eletromotriz autoinduzida
obedece a lei de Faraday.

De acordo com a Equacao (2.33), temos que:

N®y = Li (2.34)
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Veja figura abaixo:

]
O—
il
L |

Figura 2.8 — Autoinduc@o. Fonte: (RESNICK] 2012)

Segundo a Lei de Faraday,
—d(N®p)
dt

Substituindo a Equagao (2.34) na Equacao (2.35), temos:

(2.35)

e, =

—d(Li) di
= —L—
dt dt’

Er, =

que é denominada forca eletromotriz audoinduzida.

2.45 - Circuito RL

Quando introduzimos uma forga eletromotriz € em um circuito que possui um resistor
R e um indutor L, a corrente no resistor comeca a aumentar quando a chave § é colocada

na posicao a.

o
-
(] s

1]

Figura 2.9 — Circuito RL. Fonte: (RESNICK] [2012))

Uma forca eletromotriz autoinduzida e; aparece no circuito devido a presenca do
indutor, opondo-se ao aumento da corrente de acordo com a Lei de Lenz. Assim, a corrente
no resistor responde a diferenca entre uma forga eletromotriz £ constante produzida pela
fonte e uma forca eletromotriz autoinduzida variavel ey,.

Assim como discutido no circuito RC, vamos aplicar a regra das malhas, comegando

no ponto a com o mesmo deslocamento da corrente i no sentido horario.
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Figura 2.10 — Circuito RL. Fonte: (RESNICK] 2012)

Ao passar do ponto a para o ponto b, pelo resistor, o potencial varia de -iR. Seguindo
pelo indutor, temos a variacao da corrente e a existéncia de uma forga eletromotriz
autoinduzida e, que se opoe ao aumento da corrente, resultando na variacao de potencial
de —L—.

Para finalizar o sistema, passando do ponto ¢ para o ponto a, o potencial varia de +¢
devido a forca eletromotriz da fonte.

Assim, temos o seguinte:

—iR—L%+£:0:>L%+Ri:6 (2.36)

Dividindo a Equacao (2.36) por L, temos uma equacao diferencial ordinaria linear de
primeira ordem.

di R €

% + ZZ = z (237)

De forma andloga as outras aplicagoes, o fator integrante é dado por:
) = el T = eIt

e multiplicando a Equac@o(2.37) por u(t), temos:

di R

e%td—z - Ze%tz’ = %e%t (2.38)

Como: iR J
R, Q1 Ry Ry .
LY — —eL = — L
e dt+L€ i dt(e 1),
a Equagao(2.38) fica escrita da seguinte maneira:

d
%(e%t.z’) = %e%t

Integrando os dois membros em relagao a t, temos:

d
/E(eft.i)dt: /%eftdt
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Assim,
eLli = }%e%t + K
Isolando i, temos:
i(t) = ER + KeT (2.39)

Se considerarmos as condi¢oes iniciais t = 0 e i(t) = 0, encontramos o valor de K.
Assim,
€ —€
0=—+Ke" = K=—
R R
Substituindo o valor de K na Equacao (2.39) obtemos a seguinte solugao:
€ € -Rr €
it)==——eZ'=—(1—cTt
(1) =2 - Zet = Z(1-eT)
O que nos faz perceber que tanto no circuito RC quanto no circuito RL, a carga, a

=R
L

corrente e a diferenca de potencial crescem e decrescem exponencialmente.
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Neste capitulo estudaremos, de forma resumida, a teoria para equagoes diferenciais
lineares de segunda ordem por possuirem um importante papel no estudo de mecanica
dos fluidos, conducao de calor, movimento ondulatério, fenomenos eletromagnéticos, entre
outros.

Considere uma equacao diferencial de segunda ordem, cuja forma é dada abaixo:

d*y dy
E - f(t7y7 E)v

onde f é uma funcao dada. Em geral, usaremos ¢ para a variavel independente e y para a
variavel dependente.(BOYCE; DIPRIMAL 2002])
A Equagao (3.1]) é linear se a fungao f tem a seguinte forma:

(3.1)

dy

(1.9, ) = 9(6) ~ alt)y — p() 32

ou seja, f € linear em y e y’'. Na Equacao (3.2), as funcoes ¢, p e ¢ sao func¢oes da varidavel
independente ¢, mas nao dependem de y.

Podemos reescrever a Equacao (3.1) da seguinte maneira:

P(t)y” + Q)Y + R(t)y = G(t) (3.3)

onde a linha denota a diferenciagao em relacao a t.

Frequentemente, a Equacao (3.3)) pode aparecer da seguinte forma:

y" +pt)y +a(t)y = g(t), (3.4)
Se P(t) # 0, podemos dividir a Equagao (3.4]) por P(t) e assim, teremos:
Q(t) R(t) G(t)
t = — = — = —
Considere a solugao da Equagao ({3.3]), em que as fungoes p,q e g sdo continuas.
Dizemos que se a Equacao (3.1]) nao for da forma (3.3]) ou (3.4), ela serd uma equagao

nao linear.

Um problema de valor inicial sera composto por uma equacao diferencial, como as

Equagoes (3.1), (3-3) ou (B.4)), junto com um par de condigoes iniciais:

y(to) = Yo Y (to) = Yo, (3.5)

onde yo e Y, sdo nimeros dados.
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Observe que numa equagcao de segunda ordem, as condigoes iniciais indicam um ponto
particular (to, o), que pertence ao grafico da solucdo e o coeficiente angular y(, da reta
tangente ao grafico naquele ponto.

Uma equagao linear de segunda ordem é homogénea se a funcao g(t) na Equagao ,
ou G(t) na Equagao for igual a zero para todo t. Caso contrario, a equacao sera
chamada de nao-homogénea.

Inicialmente, devemos nos preocupar em estabelecer se o problema de valor inicial
, sempre tem solucao ou se pode ter mais de uma solugao. Tal resultado tedrico,
fundamental para problemas de valor inicial para equacoes diferenciais lineares de segunda
ordem, serd enunciado a seguir.

Teorema 3.1:(Existéncia e unicidade) Considere o problema de valor inicial (PVI):
Yy +p(t)y +a(t)y = g(t),

y(to) = yo, Y'(to) = vy,

onde p, q e g sao continuas em um intervalo aberto I que contém o ponto ¢y,. Entao existe
exatamente uma solugao y = ¢(t) desse problema, e a solugao existe em todo o intervalo I.

Primeiramente, considere as equacoes homogéneas da seguinte formas:

P(t)y" +Q(t)y + R(t)y =0 (3.6)

Considere primeiramente as equacoes em que as funcoes P, () e R sao constantes e,

assim, a Equacao (3.6)) se escreve do seguinte modo:

ay” + by +cy =0, (3.7)

onde a, b e ¢ sao constantes dadas.

Suponha que y = €™ é uma solu¢ao da Equacao (3.7), onde r é um parametro a ser
determinado. Assim, 3’ = re’ e 3’ = r?e". Substituindo, esses valores na Equacao (3.7)),
temos:

ar?e’™ + bre™ + ce™ =0

Colocando €™ em evidéncia, temos que:
(ar® +br + c)e™ =0,

mas, como et # 0, temos que:
ar’ +br+c¢=0 (3.8)

A Equagao (3.8) é chamada equagao caracteristica da Equagao (3.7). Isso significa

que se 7 é uma solucao da Equacao (3.8), entao y = €™ é solugao da Equagao (3.7).



3 - Equacoes diferenciais de segunda ordem 33

Teorema 3.2 - Principio da Superposicao: Se y; e y, sao solugoes da equacao

diferencial,
Lly] = y" +pt)y" +q(t)y = 0, (3.9)

entao a combinacao linear ciy; + coyo também é solucao, quaisquer que sejam os valores
de c; e ¢o.

Demonstragao: Se c¢; ou ¢y € igual a zero, temos um caso particular do Teorema
3.2. Podemos concluir que qualquer miltiplo constante de uma solucao da Equagao (3.9))
também ¢é solucao.

Para provar o Teorema 3.2, substituimos y na Equacgao (3.9) pela expressao:

y = a1y (t) + caya(t). (3.10)

Assim,
Lleiys + caya] = [cryn + coy2]” + pleiys + caypl’ + qleiyn + cayy)
= cy) + Gy + apyy + apyy + ciqyr + Caqye
= alyf +pyi + anl + clys +pys + qv2
= c1L[y1] + coL[ys]
Como L[y, =0 e Llys] = 0, temos que L[ciy1 + cay»] = 0. Portanto, independente dos

valores de ¢; e g, a solugao dada pela Equagao (3.10|) satisfaz a Equagao e assim
demonstramos o Teorema 3.2. W

O Teorema 3.2 diz que com duas solucoes na Equacgao , podemos construir uma
familia infinita de solugoes através da Equacgao .

Uma importante questao é se todas as solugoes da Equagao (3.9) estao incluidas na
Equacao ou se podem existir solugoes com formas diferentes. Para isso, examinamos
se as constantes ¢; e ¢o na Equacao (3.10)) podem ser escolhidas de modo que a solucao
satisfaca as condigoes iniciais, dadas pela Equacao . Essas condigoes iniciais impoem

que ¢, e ¢y satisfacam as equacoes:

ciyi(to) + cova(to) = Yo, (3.11)
ayy(to) + cays(te) = o,

que podem ser reescritos na forma matricial:
yilto) wa(to)\ (1) _ (vo
yi(to) wh(to) ) \c2 Yo
Se o determinante dos coeficientes do sistema dado por:

yi(to) y2(to)
Yy (to)  ya(to)

W = = y1(to)ys(to) — y1(to)ya(to)
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for ndo nulo, as Equagoes (3.11)) possuem uma solugdo tnica. Esse determinante é
denominado Wronskiano.

Resolvendo as equagoes ((3.11)), temos:

Yoys(to) — yoya(to)
y1(to)ys(to) — yi(to)ya(to)’
—Yoy4 (to) + yoy1 (to)
y1(to)ya(to) — v (to)y2(to)

(3.12)

ou ainda,

(3.13)

Cy =

3.14
yi(to) ya2(to) 340

y1(to)  ¥5(to)
Com esses valores para c¢; e ¢z, a Equacao (3.10)) satisfaz as condigoes iniciais dadas

pela Equagao (3.5)) assim como a equagao diferencial ((3.9)).
Teorema 3.3: Sejam y; e y, duas solugdes da Equagao (3.9)), e suponha que as

condigoes iniciais dadas pela Equacao (3.5]) sejam atribuidas. Entao, sempre é possivel

escolher constantes ¢, e ¢y tais que

y = c1y1(t) + caya(t)

satisfaca a equacao diferencial e as condigoes iniciais se, e somente se, 0
wronskiano
W = y195 — y1y2

nao se anula em t.

Teorema 3.4: Suponha que y; e y» sao duas solugoes da Equagao . Entao a
familia de solugoes

y = ayi(t) + cau2(?)

com coeficientes arbitrarios ¢; e ¢y inclui todas as solugoes da Equacao (3.9)) se, e somente
se, existe um ponto ty, onde o wronskiano de y; e ¥y, nao é nulo.

Demonstragao: Seja ¢ uma solugdo qualquer da Equagao (3.9). Precisamos mostrar
que ¢ esta incluida no conjunto de combinagoes lineares cyy; + coys, isto é, para alguma

escolha das constantes ¢; e cg, a combinagao linear é igual a ¢.
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Seja ty um ponto onde o wronskiano de y; e ys é diferente de zero.

Calcule ¢ e ¢’ nesse ponto e chame esses valores de yo e y(, respectivamente, assim:

Yo = &(to), o= &' (to)

A seguir, considere o problema de valor inicial:

y' +pt)y +a(t)y =0
y(to) = yo (3.15)
y'(to) = o
A funcao ¢ é, certamente, solucao desse problema de valor incial.
Por outro lado, como W (y;,ys) é diferente de zero, é possivel pelo Teorema 3.3 escolher
1 e ¢ tais que 1y (t) + coya(t) também é solugao do Problema de Valor Inicial .
De fato, os valores apropriados de ¢; e ¢y sao dados pelas Equacoes (j3.12)).
A parte relativa a unicidade do Teorema 3.1 garante que essas duas solugoes do mesmo

problema de valor inicial sao iguais, assim, para uma escolha apropriada de ¢; e co, temos:

o(t) = c1yi(t) + caya2(t),

e, portanto, ¢ esta incluida na familia de fungoes c1y; + coyo.

Finalmente, como ¢ é uma solucao arbitraria da Equacao , segue que toda solucao
dessa equacao estd incluida nessa familia.

Suponha, agora, que nao existe ty onde o wronskiano nao seja nulo. Logo, W (y1, y2)(to) =
0 qualquer que seja o ponto ty selecionado. Entao pelo Teorema 3.3 existem valores de
e Yy, para os quais o sistema nao tem solucao para c; e cs.

Selecione tal par de valores e escolha a solugao ¢(t) da Equacao (3.9)) que satisfaz as
condicoes iniciais .

Note que o Teorema 3.1 garante a existéncia de tal solugao. Entretanto, esta solucao
nao estd incluida na familia y = c;y;(t) + coya. Assim, essa combinagao linear ndo inclui
todas as solugoes da Equagao se W(y,y2)=0. 1

O Teorema 3.4 diz que a combinacao linear c;y; + coy2 contém todas as solugoes da
Equacao se, e somente se, o wronskiano de y; e y» nao é identicamente nulo. E,

portanto, natural chamar a expressao

y = cyi(t) + coyp(t),

com coeficientes arbitrarios, de solucao geral da Equagao . Dizemos que as solucoes
Y1 € yo formam um conjunto fundamental de solugoes da Equacao se, e somente se,
seu wronskiano ¢ diferente de zero.

Podemos escrever o resultado do Teorema 3.4 da seguinte maneira: para encontrar a
solucao geral e, portanto, todas as solugoes de uma equacao da forma da Equacao ,
precisamos, apenas, achar duas solucoes da equacao dada cujo wronskiano seja diferente

de zero.
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3.1 Raizes reais e distintas da Equacdo caracteristica

Considere que as raizes da Equagao (3.8]),r1 e o, onde r; # 75 sejam reais e distintas.

Entao y1(t) = €™ e yo(t) = €™ sdo duas solugoes da Equacao (3.8)). Assim:

y = cyi(t) + caya(t) = cre”t + cpe”™ (3.16)
é uma solugao da Equagao ([3.7)).

Para verificar que isso é verdade, vamos diferenciar a Equagao(3.16)) e assim, teremos:
y = cirie™t 4 corge™!

rit 2 _rot

" 2
Y =crie + carje

Substituindo y, ¥’ e y” na Equagao (3.7)), temos:
2 rit 2 _rot rit rot r1t rot\ __
a(cirie™ + corze™') + b(cirie™ + corae™') 4+ c(cre™ + ce”™) = 0

Colocando cie™! e coe™t em evidéncia, temos:

(ary + bry + c)cre™ + (ard + bry + ¢)cpe™" = 0

Como 7y e 19 sao solugoes da Equacao , temos que ar?+bri+c = 0 e ar2+bro+c = 0.
logo y é solugao da Equagao (3.7)).
Considere que queremos encontrar agora a solucao da Equagao que satisfaz as
condicoes iniciais :
y(to) = Yo, y'(to) = g

Fazendo t =ty e y = yo na Equagao ({3.16]), temos:

c1e™ 4 cpet = g (3.17)

Fazendo agora t =ty e y' =y, temos:

c1rie M + corge™t =y (3.18)

Resolvendo as Equacoes (3.17)) e (3.18)) simultaneamente, temos:

!/ _ /
c = <y0 yOT2> e—rlto Cy = (yoﬁ yO) e—'rgto (319)

L —"T2 L — T2
Como 11 # 19, sempre é possivel determinar ¢; e ¢, que satisfazem as condigoes iniciais
dadas. Assim com os valores de ¢; e ¢ dados pela Equagao (3.19), a Equagao (3.16) é a

solucao do problema de valor inicial:

ay" + by +ecy=o0  y(to) =wo y'(to) = o
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Portanto a Equacao (3.16)) é a solucao geral da Equacao (3.7)).
Veja o exemplo:

Exemplo 1 - Encontre a solucao geral do problema de valor inicial:

y' +5) +6y=0 y(0)=2 ¢ (0)=3 (3.20)

Suponha que y = €", entao r tem que ser raiz da equacao caracteristica:
2 +5r+6=(r+2)(r+3)=0

Assim, os valores possiveis de r sdo r; = —2 e 75 = —3 e a solugao geral da Equacao ({3.20))
sera:

y =cre 2 ey (3.21)

Para satisfazer y(0) = 2, fazemos t = 0 e y = 2 na Equagao (3.21]) e obtemos a seguinte
equagao:
1ty =2 (3.22)

Para usar a segunda condigao, vamos derivar a Equacao (3.21)), onde teremos: y' =

2 3coe 3t e fazendo t = 0 e y' = 3, teremos:

—2c1e”
—2c1 — 3¢ =3 (3.23)

Resolvendo as Equacoes (3.22)) e (3.23)), obtemos ¢; =9 e ¢ = —7. Assim a solugao
geral do problema de valor inicial (3.20]) sera:

y=9e 2 —Te ¥

3.2 Raizes complexas da Equacao caracteristica

Suponha que b? — 4ac < 0, entao as raizes da Equacao (3.8]) sdo ntimeros complexos

conjugados, que iremos representar da seguinte forma:
rL=A+1iu ro = A — i,

em que A e g sao numeros reais. Assim, as expressoes correspondentes as solugoes gerais

dessa equacao sera:

yi(t) = exp[(A +ip)t],  ya(t) = exp[(A —ip)t] (3.24)

O que significa elevar o nimero e a um nimero complexo? Para responder a essa
pergunta, vamos utilizar a Férmula de Euler, que descreveremos a seguir.

Utilizaremos um método baseado em séries infinitas.



3 - Equacoes diferenciais de segunda ordem 38

Sabemos, do Célculo, que e’ em torno de t = 0 é:
o0
n=0

Substituindo ¢ por it na Equacao (3.25)) e, assim, teremos:

= (it)"
>

n

—00 <t <00 (3.25)

§

n=0
: it)? Gt () (i) (it)!
0 @ @
0! 1! 2! 3! 4!
" Z’OtO iltl Z‘2t2 3t3 4t4
S TR TR R R T
Como i° = 1,i' =4, > = —1, 4% = —i, i* = 1 e assim por diante, temos:

it (=Dt2 (=2
B TR I TR TR

. 2t St
—§+4'+ +1 F_§+

o0

Generalizando, temos:

nt2n 0 (_1)n71t2n71

Z ; BT (3.26)

A primeira série na Equagcao (3.26) - ¢ a série de Taylor para cos t em tornode t =0, e a

segunda é a Série de Taylor para sen t em torno de t = 0. Assim, teremos:
e = cost +isent (3.27)

A Equagao é conhecida como Formula de Euler e é uma relacao matematica
muito importante.

Substituindo ¢ por —t na Equagao e lembrando que cos(—t) = cost e sen(—t) =
—sent, temos que:

e " = cost — isent

Se substituirmos ¢ por ut na Equacao (3.27)), teremos uma versao generalizada da

Foérmula de Euler. Assim, teremos:
e = cospt + isenput (3.28)

Estenderemos a definicao de exponencial complexa para expoentes complexos arbitrarios
da forma (A+iut). As propriedades usuais de exponencial continuam validas, entao, temos
que:

eOAFIt — At gint (3.29)
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Usando a Equacao (3.28)), temos:

Atip)t 6>‘t(

el cosut + isenut) = eMcosut 4 ieMsenput (3.30)

Note que as partes real e imaginéaria de exp[(A + iu)t] sdo escritas inteiramente em
funcao de funcgoes reais elementares.
Com as Equagbes (3.27)) e (3.30]), podemos mostrar que as regras usuais de exponenciacao

sao validas para a fungao exponencial complexa. Também podemos verificar que:

i (eTt) — Tert
dt
é valida para valores complexos de 7.

Solugoes Reais: As fungoes y(t) e y»(t) dadas pela Equagao sao solucoes da
Equacao (3.7) quando as raizes sao nimeros complexos expressos pela expressao y = At ipu.
Mas podemos encontrar solugoes reais dessa equacao como consequencia do Teorema 3.2
que acabamos de enunciar, ou seja, se y; € Y2 sao solucoes da Equacao (3.7]), entao qualquer

combinacao linear de y; e yo também é solucao. Vamos considerar a soma e a diferenca de

Y1 € Ya:

y1(t) 4+ y2(t) = eM(cospt 4 isenut) + eM(cosput — isenut) = 2e M cosut

y1(t) — yo(t) = eM(cosut + isenut) — e (cosut — isenut) = 2ie senut

Como os coeficientes constantes sao 2 e 2i, teremos as solugoes reais:

A

u(t) = eMcosut,v(t) = eMsenput (3.31)

Note que u e v sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de y;.
Mostraremos que W (u,v)(t) = ue®M.
Os valores de u e v foram dados na Equacgao (3.31)). Vamos derivar os valores de u e v

para poder calcular o wronskiano. Assim, aplicando a derivacao do produto, temos:

u'(t) = NeMcosput — pe senput

V' (t) = AeMsenut 4+ pecospt

Para calcular o wronskiano, devemos calcular o seguinte determinante:

eMcospt eMsenput

W =
NeMcosput — pertsenut  AeMsenut + peMcosut
= XePMcosptsenut + pe*Mcos?ut — Ne*Mcosutsenpt + pe* sen?ut
— e
20t

:/“’Le

cos?ut + sen?ut)
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Portanto, se u # 0, o wronskiano nao é nulo e assim u e v formam um conjunto
de solugoes. (se pu = 0, as raizes s@o reais e distintas). Assim, se as raizes da equagao

caracteristica sao nimeros complexos A & iu, com p # 0, entao a solugao geral da Equagao

ED e

y = creMcosput + coeMsenyut, (3.32)

onde ¢y e ¢y sao constantes arbitrarias.

Exemplo 1: Encontre a solucao do problema de valor inicial:

16y — 8y + 145y =0, y(0) = -2, '(0)=1 (3.33)

A equacao caracteristica é 1672 — 8r + 145 = 0. Resolvendo a equacao caracteristica,

temos:

A =64 — 9280 = —9216

8 4+ 961¢
r =
32
Simplificando por 8, temos:
1+12¢
T =
4
Ou ainda:
1
=-+3
r=7 1
Dessa maneira, temos que \ = % epn=3
Portanto a solucao geral da equacao é:
y = creicos3t + cyedsen3t (3.34)

Utilizando a condicao inicial y(0) = -2, substituimos t=0 na Equagao (3.34) e, assim,

temos:

y(0) = c1€°cos0 + coe”senl

Como €° =1, sen0 = 0 e cos0 = 1, temos:y(0) = ¢; = —2
Para utilizar a condigao inicial y’(0) = 1, devemos derivar a Equagao (3.34) primeira-

mente. Dessa forma, temos:

1 t t 1 t t
y = chei cos3t — 3ciedsendt + 16263 sendt 4+ 3coescosdt

Substituindo a condigao inicial, temos:

1 1
y'(0) = Z—Lcleocoso — 3c1€%sen0 + ZCQ@OSGnO + 3c9€%cos0
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Como € =1, sen0 = 0 e cosO = 1, temos:

1
y'(0) = e +3cy =1

Como ¢; = —2, temos que:
1
—(—2)4+ 3¢ =1
4< )“‘ Co

—2
T+362:1

Calculando o minimo multiplo comum nos dois membros, temos:
—24+12¢0 =4

1202 =6

Simplificando a fracao, temos:

Substituindo ¢; = —2 e ¢y = % na Equacao 1) temos que a solucao do problema de

valor inicial dado pela Equacao (3.33)) é:

1
Y= —2¢7 cos 3t + Eeisen?)t

3.3 Raizes reais e iguais da Equacdo caracteristica

Redugao de ordem: Um dos fatos mais interessantes e importantes no estudo de
equagoes diferenciais lineares de segunda ordem é que podemos construir uma segunda
solugao a partir de uma solucao conhecida.

Suponha que y;(t) seja uma solugao nao trivial de

y" +p)y +q(t)y =0, (3.35)

onde p e ¢ sao constantes dadas.

Para encontrar uma segunda solugao, seja:

y(t) = v(t)y () (3.36)
Entao,
y'(t) = V' Oy (t) + o)y, ()
y'(t) =" (g (1) + 20" () (1) + vty (1)
Substituindo essas expressoes para v, 3’ e y” na Equacao e untando os termos,

encontramos:
y10" + (2yy + py)v' + (¥ + pyy + qyr)v =0 (3.37)
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Como y; é solugao da Equacao (3.35)), o coeficiente de v na Equagcao ([3.37)) é zero, logo

a Equacao (3.37) fica:
y1v" + (2y; + pya)v’ = 0. (3.38)

A Equacao (3.38) é, de fato, uma equacdo de primeira ordem para a funcao v’ e pode
ser resolvida como uma equacao de primeira ordem ou como uma equacao separavel.

Apéds encontrar v’, v é obtida por integracao. Finalmente, a solucao y é determinada da
Equacao (3.36]). Esse método é chamado de método de reducao de ordem, pois resolvemos
uma equacao diferencial de primeira ordem para v’, em vez da equacao de segunda ordem
original para y.

Considere agora a equacao (3.7) quando as raizes r; e 1o da equagdo caracteristica
sdo reais e iguais. Isso acontece quando o discriminante b? — 4ac é igual a zero. Entdo, da

Formula de Bhéaskara, temos que:

_
24

Assim, as raizes geram a mesma solugao da Equagao (3.7)):

™ = T9

—bt

yi(t) = ez

Suponha que:

—bt

y(t) = v(t)yi(t) = v(t)ez= (3.39)
e substituindo na Equacao (3.7)) para calcular v(t). Temos que:

—bt b —bt

J(O) = v (0eF — (e

¢ b b?
I " —bt / —bt —bt
y'(t) =v"(t)ez — av (t)eza + 4—@2’0(75)6 Za

Substituindo na Equacao (3.7)), temos:

b b? —bt b —bt —bt
alt(1) = 20 (0) + o0 + /(D) = S (0]eE + v =0

—bt
Cancelando o termo e?2« e arrumando os termos semelhantes, temos:

Temos que o coeficiente de v'(t) é igual a zero e ainda como o coeficiente de v(t) é
2 7z z . . y 7 . . .
c— (Z—a), que também ¢é igual a zero, pois b> — 4ac é igual a zero para raizes reais e iguais,

concluimos que v”(t) = 0 e, assim,
v(t) = et + ¢

Substituindo o valor de v(¢) na Equagao (3.39)), temos:
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—bt —bt

y(t) = cite@e + cge2a
Entao y é uma combinacgao linear de duas solugoes:

—bt —bt

yi(t) =e2a e yy(t) =teza

O Wronskiano dessas solugoes é:

W(yl» y?)

Como W (y1,y2) nunca se anula, pois et # 0, entdo y; e y» formam um conjunto
fundamental de solucoes da equacao.

De maneira geral, temos uma solucao exponencial correspondente a raiz repetida e
outra solucao obtida multiplicando-se a solucao exponencial por ¢.

Exemplo: Resolva a equacao diferencial:

v+ 4y +4y =0 (3.40)

A equacao caracteristica é:
P rdr+4=(r+2)=0

Assim, temos que as raizes da equagao caracteristica sao: r; = ro = —2, portanto uma
solugao da Equagao (3.40)) é y1(t) = e~ 2. Para encontrar a solucao geral da Equagao ({3.40)),

temos que encontrar outra solugao para essa equacgao. Para isso, vamos considerar uma
fungao v(t) e verificar se y = v(t)y;(t) é uma soluciao da Equacao(3.40). Como y;(t) = e~ %,

temos que:

y =v()yi(t) = v(t)e ™ (3.41)

Vamos calcular y' e y":
Temos que:
Y (t) =0 (t)e * — 2u(t)e

y'(t) =v"(t)e  — 4/ (t)e " + dv(t)e

Substituindo na Equacao (3.40), temos:
[ (t) — 40" (t) + 4v(t) + 4(V' () — 20(t)) + 4o (t)]e > = 0.

Simplificando, temos:
V'(t) =0
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Logo, v'(t) = ¢; e:
v(t) = it + oo,

em que ¢; e ¢z sao constantes arbitrdrias. Substituindo v(t) na Equacao (3.41)), temos:
y(t) = v(t)e = (et + cp)e ' = crte ™ + e (3.42)

Desta maneira encontramos a segunda solugao da equagao (3.40)). Agora vamos verificar

que essas solugoes sao linearmente independentes, através do céalculo de seu wronskiano.

—2t —2t
e 't te
|/ |/ pr—

—2e72 72t _ ote~2
e (e — 2te™ ) + 2te ™M
—e M e L 2te M =M £

Portanto,
yi(t) = e 2 e yo(t) = te=2t

formam um conjunto de solugbes da Equacao(3.40]) e a solucao geral dessa equacao é dada

pela Equagao (3.42)).
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gunda Ordem

4.1 - Energia armazenada em um campo magnético

Considere a Figura (2.10), cuja fonte de forca eletromotriz € estd ligada a um resistor
R e a um indutor L. Vamos obter uma expressao matematica para a energia armazenada
no campo magnético. Assim, vamos partir da Equacao (2.36), que é a equacao diferencial
que descreve o aumento da corrente no circuito.

Multiplicando a Equa¢ao(2.36) por i, temos:

di
gi = Li— +i’R 4.1
. dg . dg o
Como i = e temos que €1 = 8%, ou seja, €i representa a taxa com a qual a fonte

fornece energia ao resto do circuito.

O termo i*R na Equagao (4.1) representa a taxa com a qual a energia é dissipada como

energia térmica no resistor.
Ja a energia que nao ¢ dissipada no resistor, de acordo com a lei de conservacao de

. » . : i
energia, é armazenada no campo magnético do indutor. Assim, o termo L@d— representa a

B . . " , .
taxa —— com a qual a energia potencial magnética Up é armazenada no campo magnético.

dt
Assim,
dUpg di
— = Li—.
at — at
Da separacao de variaveis, temos:
dUg = Lidi

Integrando ambos os membros, temos:
. T,
dUg = | Lidi = Up = §Lz : (4.2)

que é a energia armazenada por um indutor L percorrido por uma corrente i, semelhante
a expressao da energia armazenada por um capacitor de capacitancia C e carga ¢, dada

pela seguinte equacao:
L,

UE:%Q

(4.3)

: . 1
A varidvel i? corresponde a ¢? e a constante L corresponde a —.
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4.2 - Sistema bloco-mola

No caso do sistema bloco-mola, existem dois tipos de energia: a energia potencial da

mola distendida ou comprimida e a energia cinética do bloco em movimento.

j |

: j
w0000 0000
|

Figura 4.1 — Sistema bloco mola. Fonte: (RESNICK] 2012])

Temos que a energia potencial da mola é dada pela seguinte equacao:

ku?
Up = —, 4.4
: (1.4)
com k a constante da mola.
Temos ainda que a equagao da energia cinética do bloco ¢ dada por:
2
U, = % (4.5)

sendo m a massa do corpo e v a velocidade do corpo.
Observando a Equacao (4.4), vemos que existe uma analogia com a energia armazenada
por um capacitor, dada pela Equacao (4.3). Ainda a Equacao (4.5) possui também uma

analogia com a energia armazenada por um indutor, dada pela Equagao (4.2).
: du . dq : : : ,
Ainda sabemos que v = 7 ei= o e assim vemos que existe uma analogia também,
ou seja, g corresponde a u e ¢ corresponde a v.
Com essas analogias, em um oscilador LC, o capacitor se comporta matematicamente
como a mola de um sistema bloco-mola e o indutor se comporta como o bloco.
Da Fisica, sabemos que a frequéncia angular de oscilagao de um sistema bloco-mola

sem atrito é:

k
w = J—
m

Para obter a equacao da frequéncia angular de oscilagao de um circuito LC ideal (sem

resisténcia), k deve ser substituido por — e m por L, resultando no seguinte:

C

A energia total U de um oscilador bloco-mola é dada, em qualquer instante de tempo,
pela equacao:
1 1
U=U,+U, = §mv2 + §ku2,
em que U, e U, sao, respectivamente, a energia cinética do bloco e a energia potencial da

mola.
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o , . . : . dU
Como o atrito é desprezivel, a energia total nao varia com o tempo, ou seja, o 0,
logo:
a df1r o, 1 dv du
@ di (Qm” T3 “) TG (4.6)
d d d?
Como v = d—? e d—: = d_tl;’ temos que a Equagao (4.6) pode ser escrita da seguinte
maneira: P
U

que é a equacao diferencial a que obedecem as oscilacoes massa-mola sem atrito, isto é,
representa um modelo de vibragao livre nao amortecida.
A equacao caracteristica é:
mr? +k =0,

cujas constantes m e k sao positivas.

Resolvendo essa equacao, obtemos:

[k
r =t/ —
m
Assim, substituindo A =0 e p = \/% na Equagao (3.32), a solugao da Equacao (4.7)
sera:
k k
u(t) = cicosty| — + casenty/ —
m m
| k
Como w = 4/ —, temos que:
m

u(t) = crcoswt + cosenwt, (4.8)

com ¢y e ¢ € R.

A velocidade pode ser calculada derivando u(?) em relagao a t, ou seja:

v(t) = dZit) = w(egcos(wt) — ¢ sen(wt)]

As constantes arbitrarias ¢; e ¢o podem ser determinadas se forem dadas as condigoes
iniciais.

E conveniente escrever a Equagao (4.8]) na forma:
u = Recos(wt — ) (4.9)

ou ainda:
u = Rcoswtcosd + Rsenwtsend (4.10)

Comparando as Equacgao com a Equacao (4.10), vemos que as constantes ¢y, co,

w e ¢ estao relacionadas pelas equacoes: ¢; = Rcosd e ¢ = Rsend
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d+2nm wt

I -3 IR = U, :

Figura 4.2 — Movimento Harmonico Simples. Fonte: (BOYCE; DIPRIMA| 2002))

c
Assim, R = /2 + & e tgd = —.
C1

O gréfico da solugao geral dada pela Equagao (4.9)) é uma solugao senoidal deslocada

que descreve um movimento periédico, ou harmonico simples, da massa.

O periodo do movimento é:
2 1
7="—9 (@> ’ (4.11)

A frequéncia circular w = \/% , medida em radianos por unidade de tempo, é chamada
de frequéncia natural da vibragao.

O deslocamento maximo R da massa a partir de sua posicao de equilibrio é a amplitude
do movimento. O parametro § é chamado fase, ou angulo de fase, e mede o deslocamento
da onda a partir de sua posicao normal, correspondendo a § = 0.

O movimento descrito pela Equacao tem amplitude constante. Assim, na auséncia
de amortecimento, o sistema nao tem como dissipar a energia dada pelos deslocamento e
velocidades iniciais.

Para uma massa m e uma constante da mola k, o sistema sempre vibra a mesma
frequéncia w, independente das condicoes iniciais, mas para determinar a amplitude,
precisa-se das condigoes iniciais.

Pela Equacao , T aumenta quando m aumenta, ou seja, as massas maiores vibram
mais devagar. Por outro lado, T" diminui quando k£ aumenta, ou seja, as molas mais duras
fazem com que o sistema vibre mais rapidamente.

Nas vibragoes livres amortecidas, a equacao diferencial que governa o movimento da

massa:

mu” + yu' + ku =0 (4.12)

difere da Equagao (4.7]) por possuir um termo extra que representa a for¢a de amortecimento,
cuja constante v é positiva.
Examinaremos o efeito da variagao na constante de amortecimento v para valores

dados da massa m e da constante da mola k.
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As raizes da equagao caracteristica sao:

—yE /2 —4dkm vy ( L+ 1 4km>
2m T om \ a

T1,T9 =
Dependendo do valor do sinal de 42 — 4km, a solucdo u tem uma das seguintes formas:

1) Se v2 — 4km > 0, a solucao serd:
u = cie" + coe™!
2) Se v2 — 4km = 0, a solugao seré:
u = (c; + cot)e /2™

3) Se 42 — 4km < 0, a solugao serd:

—t/2m (4km B 72)%
u=e " (crcosut + cosenpt), p = e >0 (4.13)
m

Como m, v e k sao positivos, 72 — 4km é sempre menor do que ¥2, pois 4km é um
nimero positivo, entao /72 — 4km é menor do que 72 e, assim, se 72 —4km > 0, as raizes
71 e 1y 530 negativas e se 72 — 4km < 0, as raizes r; e ry sdo complexas, com parte real
negativa.

Concluimos, assim, que a solucao u tende a zero quando t — oo, independente dos
valores das constantes arbitrarias ¢; e ¢o. Isso confirma o fato de que o amortecimento
dissipa gradualmente a energia do sistema e, em consequéncia, o movimento vai parando
com o passar do tempo.

Quando v% — 4km < 0, o amortecimento é pequeno. Fazendo ¢; = Rcosd e ¢y = Rsend
na Equacao (4.13)), temos:

u = Re™/*™cos(ut — 0)

O deslocamento u fica entre as curvas u = +=Re~ /2™ e o grafico parece com uma onda

senoidal cuja amplitude diminui quando ¢ aumenta.
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Figura 4.3 — Vibracio amortecida.u = Re™%/?"cos(ut — §). Fonte: (BOYCE; DIPRIMA,
2002)
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Um exemplo estd esbocado na figura acima. O movimento é chamado de oscilacao
amortecida, ou vibracao amortecida. O fator R na amplitude depende de m, v, k e das
condicoes iniciais.

Apesar do movimento nao ser periédico, o parametro p determina a frequéncia com a
qual a massa oscila para cima e para baixo e por isso é chamada de quase frequéncia.
Comparando p com a frequéncia w do movimento sem amortecimento, vemos que:

B (4km =%t /2m (1 72 )% 1
N U 4km) T 8km’

w Vk/m

cuja tltima aproximacao é vélida quando v%/4km é pequeno, traduzindo um “amorte-

cimento pequeno” e o efeito de um amortecimento pequeno é reduzir, ligeiramente, a
frequéncia da oscilacao.

Analogamente, da Equacao , T, = 27” é chamada de quase periodo e é o tempo
entre dois maximos ou dois minimos sucessivos da posi¢ao da massa.

A relagao entre Ty e T' é dada por:

T 2\ % 2
Sd_ Y 1-— 7 ~ 1+ 7 ,
T pn 4km 8km

onde a tltima aproximacao ¢ valida quando v?/4km é pequeno. Assim, pouco amorteci-

mento aumenta o quase periodo.
Nao ¢ apenas o tamanho de 7 que determina se o movimento é pouco ou muito
amortecido, mas o tamanho de % comparado com 4km.
do v?/4km é i fi f énci
Quando ~ m é pequeno, o amortecimento afeta pouco a quase frequéncia e o quase

periodo do movimento.

w0 =3, u'(0) =]
"= (5' + 2!}9'”2

2 4 6 8 10 ¢

\\{uiﬂ}: 5', uwo}:_;

{1 _ 3\ -2
u—(z 2.!]1_'

-1+

Figura 4.4 — Exemplos de amortecimento critico. v’ 4+ u' + 0,25u = 0;u = (¢; + CQt)e%t
Fonte: (BOYCE: DIPRIMA], 2002)

Quando 72 /4km aumenta, a quase frequéncia y diminui e o quase periodo T; aumenta.
De fato, u — 0 e T; — oo quando v — 2vVkm. Esse valor é conhecido como
amortecimento critico (veja figura acima), enquanto para valores maiores de 7 0 movimento
¢é chamado superamortecido. Nesses casos, a massa volta a sua posicao de equilibrio, mas

nao oscila em torno dela, como para v pequeno.
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4.3 - Oscilador LC

A equagao do sistema massa mola e do circuito sao matematicamente idénticas, diferindo,
apenas, pela interpretacao das varidveis que aparecem na equacao. Desse modo, usaremos
o sistema massa mola para estudarmos o circuito.

Num circuito LC, a energia total U é dada por:

Z'2 q2

U=Up+Up=—+— 4.14
B+ UEg 5 + Yok (4.14)
em que Up é a energia armazenada no indutor e Ug é a energia armazenada no capacitor.
U
Como a resisténcia do circuito é zero, U permanece constante, ou seja, T 0, logo:
au  d (Li® ¢* di qdg
dr dt(Z Toc) T a T ca (4.15)
. dg di _dq _ . . .
Mas, 1 = o e FTARrTER Assim, a Equagao (4.15) pode ser escrita da seguinte maneira:
d’q 1
L— +—=q=0 4.16
a Tl (4.16)

que é a equacao diferencial que descreve as oscilagoes em um circuito LC sem resisténcia.

A equagao caracteristica é:

1
LT2+5:0, LC >0

Assim, A =0e pu= \/% Portanto, a solucao geral da Equagao (4.16) é dada por:

1
t+ cosen——t

VLC

1
t) = c1c08—
q(t) =1 e
1
Como w = ——, temos que:

VLC

q(t) = cicoswt + casenwt,

com ¢y e ¢y € R.

A corrente deste circuito pode ser calculada derivando ¢(t) em relacdo a ¢, ou seja:

i(t) = —— = w|cacos(wt) — cysen(wt)]

4.4 - Circuito RLC

O circuito RLC é formado por uma resisténcia R, um indutor L e um capacitor C.
Com a presenca da resisténcia, a energia total U nao é mais constante, ela diminui com
o tempo, sendo parte da energia dissipada como energia térmica na resisténcia. Devido

a perda de energia, as oscilagoes de carga, corrente e diferenca de potencial diminuem
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continuamente de amplitude e dizemos que é um sistema com amortecimento. Veja abaixo

a figura que representa um circuito RLC:

C

| |
||

Figura 4.5 — Circuito RLC. Fonte: (RESNICK]| |2012])

Como a resisténcia nao armazena energia eletromagnética, a energia total pode ser
escrita como na Equagao (4.14).
Jé sabemos que a energia total diminui com o tempo, pois parte da energia se transforma

em energia térmica. Essa transformacao é representada pela equagcao:

au
dt

onde o sinal negativo indica que U diminui com o tempo.

= —i’R, (4.17)

Derivando a Equacgao (4.14) em relagao ao tempo e substituindo na Equagao (4.17),

temos:

au di  qdgq P

—=Li—+=—=—i*R

@ Yatoa

dqg di d?
Substituindo i por d—(i e d—z por Eg, temos:
d*q dg 1
L—+R—+ =q=0 4.18

aw Tt tet Y (4.18)

que é a equacao diferencial para oscilagoes amortecidas num circuito RLC.

A equagao caracteristica da Equacao (4.18) é dada por:

1
Lr*+Rr+—==0
e+ r—i—C )

S —R+\/<R>2 LR \/<R>2 1
CU.JaS ralzes sao. 1= — — — ——= € Ay = —— — - _
2L oL LC 2L oL LC

a frequéncia de ressonancia.

. . 1
Considere &« = — o fator de amortecimento e w =
2L vV LC
Assim, as raizes podem ser escritas como: A\ = —a + vVa? —w? e Ay = —a — Va? — w?
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Como L, R e & sdo positivos, R* — % é sempre menor do que R?. Entéo, se R*— % > 0,
os valores de \; e Ay sdao negativos. Se R? — % < 0, entao os valores de A\; e Ay sao

complexos, mas com parte real negativa. Assim, em todos os casos, a solucao ¢(t) tende a
zero quando t — oo.

Vamos analisar a solugao da Equagao (4.18) através do fator v/a? — w?, obtendo assim
as seguintes categorias de amortecimento: superamortecido, criticamente amortecido e

subamortecido.

1. Superamortecido: quando a? > w?, a equacao tem duas rafzes reais distintas \; e Ao

e a solugao geral da Equagao (4.18) sera:

(—atvaZ—aR)t (—a—vaZ )t

q(t) = cre + coe
Para valores maiores de R, o movimento é dito superamortecido.

2. Criticamente amortecido: quando o? = w?, a equacao tem duas raizes reais e iguais

e a solugdo geral da Equagao (4.18) seré:
q(t) = e (c1 + cot)
Quando IZQ—LC aumneta, o fator v a? — w? diminui.

3. Subamortecido: quando o < w?, a equacdo caracteristica possui duas raizes comple-

xas conjugadas. O termo o? — w? é negativo, entdo:

Va? —w? = \/—(w? — a?) = ivw? — a2

Portanto: A\ = —a +ivVw? —a? e Ay = —a — ivw? — a? Logo a solucao geral da
Equagao (4.18) é dada por:

q(t) = e *[cicos((Vw? — a2)t) + casen((Vw? — a?)t)]

Para valores pequenos de R, o movimento ¢ dito subamortecido.
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Ja em 2001, D’Ambrésio refletia sobre o desafio de tornar a Matematica interessante,
util e atual, integrada no mundo de hoje através da apresentacao de novos contetudos e
metodologias por meio de trabalhos interdisciplinares capacitando o aluno para o uso da
modelagem. (D’AMBROSIO| 2001))

Nessa perspectiva, iremos introduzir a discussao de problemas de Equacoes Diferenciais
para o aluno do ensino bésico através de modelos matematicos introdutérios para o Calculo
Diferencial. Para tanto, considere a velocidade de um carro no trafego urbano o qual,
geralmente, nao ¢é constante. Pela observacao do velocimetro, podemos perceber uma
velocidade definida em cada momento, a chamada velocidade “instantanea”.(STEWART]
2013).

Para estudar tal conceito utilizaremos o modelo experimental de Galileu para queda
livre, que despreza a resisténcia do ar e estabelece que a distancia percorrida s(t) por
qualquer objeto em queda livre é proporcional ao quadrado do tempo ¢ de queda.

Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observacao no alto de uma torre,
450 metros acima do solo e que devemos encontrar a velocidade da bola apds 5 segundos.

O problema considerado acima é um exemplo de movimento uniformemente variado,
ou seja, ¢ um movimento no qual a velocidade escalar varia regularmente no decorrer do
tempo, ou ainda, em intervalos de tempos iguais ocorrem iguais variacoes de velocidade.

A funcao horaria da espago do movimento uniformemente variado é dada por:

2

s:so—l—vot—l—% (5.1)

No problema da bola, temos que sg = 0 e vy = 0 e considerando a distancia em metros,

o tempo em segundos e a = 9, 8m/s?, a Equagao (5.1 pode ser escrita da seguinte maneira:
s(t) = 4,9t

Como queremos calcular a velocidade apds 5 segundos, nos interessamos em encontrar
um unico instante de tempo, t = 5 segundos, e nao um intervalo de tempo. Para resolvermos
essa situacao, podemos aproximar a quantidade desejada calculando a velocidade média
sobre um intervalo de tempo de um décimo de segundo, inicialmente de ¢t = 5s até t =
5,1s e posteriormente, tomarmos intervalos de tempo cada vez menores para avaliarmos o
comportamento da velocidade média obtida.

Assim:

~8(5,1) —s(5)  4,9(5, 1)2 —4,9(5)?

v(t) = A7 = 01 =49,49m/s (5.2)
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Resultados obtidos de modo andlogo ao calculo anterior, para a velocidade média, em

periodos de tempo cada vez menores.

Tabela 2 — Velocidade média

Intervalo de Tempo | Velocidade média (m/s)
i<t<5 441
19<t<5 48,51
199<t<5 48,951
4999 <t <5 48,9951
49999 <t <5 48,99951
5 <t <5,0001 49,00049
5 <t <5,001 49,0049
5<t<501 49,049
5<t<505 49,245
5<t<51 49,49
5<t<6 53,9

Ao analisarmos a tabela acima, percebemos que a medida que encurtamos o periodo
de tempo, a velocidade média se aproxima de 49m/s.

A velocidade instantanea quando t = 5 é definida como o valor limite dessas velocidades
médias em periodos de tempo cada vez menores, que comegam em t = 5. Assim, a velocidade
(instantanea) apds 5 segundos é v = 4,9m/s.

Se tragarmos o grafico da funcao distancia percorrida pela bola e considerarmos os
pontos P(a;4,9a%) e Q(a + h;4,9(a + h)?) sobre o grifico, entao a inclinagao da reta

secante P(Q sera:
4,9(a + h)* — 4, 94>
(a+h)—a

mpqg =

que é igual a velocidade média no intervalo de tempo [a, a + h].

inclinacio da reta secante
= velocidade média inclinacio da tangente

= velocidade instantinea

a+h

0 / a

-
=

=
=Y
-

Figura 5.1 — Inclinacdo da reta tangente e da reta secante. Fonte: (STEWART) 2013]).

Observe a figura acima, em que aparece a inclinacao da reta secante e da reta tangente.
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5.1 - Retas tangentes

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o de encontrar a velocidade
de um objeto envolvem determinar o mesmo tipo de expressao. Como veremos a seguir
essa expressao ¢ chamada de derivada e pode ser interpretada como uma taxa de variacao
tanto nas ciéncias quanto na engenharia.

Se quisermos encontrar a reta tangente a uma curva C, cuja equacao ¢ dada por y =
f(x), consideramos um ponto P(a, f(a)) e um ponto préximo Q(x, f(x)), onde = # a e

calculamos a inclinacao da reta secante:

= L)1)

Entao fazemos QQ aproximar-se de P ao longo da curva C, ou seja, vamos fazer x tender
a a. Se P@) tender a um nimero m, entao definimos a tangente ¢ como a reta que passa
por P e tem inclinacao m, isto é, a reta tangente é a posicao-limite da reta secante PQ)
quando () tende a P.

Veja a Figura (5.2).

O(x, f(x))
L e

- flx)—fla)

0|/ x

Figura 5.2 — Reta Tangente é a posicao-limite da reta secante P quando Q tende a P.

Fonte: (STEWART] [2013)).

Definigao: A reta tangente a curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é a reta passando

por P com a inclinacao

m = lim M, (5.3)

Tr—a Tr — Qa

desde que esse limite exista.
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Uma outra expressao para a inclinagao da reta tangente é obtida se h = z — a, entao

x = a+ h e, assim, a inclinacao da reta secante P(Q) é:

g - HOE D=1 o

Qla+h, flath))
¥ zf -

Pla, f( EV | *\\
ey h J ﬂa+@al

A —
of /) a a+h x

Figura 5.3 — Reta Secante: Caso h > 0, Q estd a direita de P (se h < 0, Q estaria a
esquerda de P). Fonte: (STEWART] 2013).

Observe que quando z tende a a, h tende a zero, pois h = x — a e, assim, a inclinagao

da reta tangente é:

L fath) = i
h—0 h

(5.5)

Suponha que um objeto se movimenta sobre uma reta, de acordo com a equacao
s = f(t), onde s é o deslocamento do objeto a partir da origem no instante ¢. Essa fungao
f ¢é chamada func¢ao de posicao do objeto por descrever esse movimento. No intervalo de
tempo de t = a e t = a + h, a varia¢ao na posigao serd de f(a + h) — f(a). Observe a
Figura (5.4):

posigdo no  posigdo no
inﬁta[ﬂe t=a inﬁta[ﬂe t=a+h

0 - v ~ 5
fla + k) — fla)

| fla) l
| fla+h) ———]

Figura 5.4 — Deslocamento de um objeto. Fonte: (STEWART] [2013).

A velocidade média nesse intervalo é o quociente entre o deslocamento e o tempo, ou

seja:

(t) = i a (5.6)
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Suponha agora que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores
la, a + h], para isso fazemos h tender a zero. Assim, como no problema anterior, definimos

velocidade v(a) no instante ¢ = a como o limite dessas velocidades médias.

_ o flath)— f(a)

v(a) = }L];I}é . (5.7)
Retomando o problema do movimento de uma bola abandonada de cima de uma torre,
vamos calcular a velocidade da bola apds 5 segundos através da Equagao (5.6)). Para isso,

vamos considerar um instante ¢ = a e a equagao do movimento s = f(t) = 4, 9t*:

fla+h)— f(a) 4,9(a + h)* — 4, 9a?

=T T o9
4 242 2 a? 4,9(2 2
o(a) = lim ,9(a” + 2ah + h a):hm ,9(2ah + h?) (5.9)
h—0 h h—0 h

v(a) = ]lllgé 4,9(2a + h) =9, 8a

Assim:

v(a) =9,8a

Portanto, v(5) = 9,8(5) = 49m/s, mesmo resultado obtido anteriormente através das
aproximagoes numeéricas.

Nesse problema percebemos que os calculos usados na solugao do mesmo sao semelhantes
aqueles usados para encontrar tangentes (Equagao e (5.7)); Equacao(B.10) e (5.5)).
Na verdade existe uma relagao entre o problema da tangente e o célculo de velocidades.

Logo, o limite dessas velocidades médias quando h tende a zero deve ser igual a
inclinacdo da reta tangente em P (Veja Equagao (5.8))).

No problema anterior definimos velocidade v(a) no instante ¢ = a como o limite dessas
velocidades médias e vimos o comportamento da velocidade para valores de ¢ proximos de
5 (valores inferiores e superiores a 5), que diremos v(t) tenderd a 49.

De fato, podemos tornar os valores de v(t) tao préximos de 49 quanto quisermos, ao
tornar t suficientemente proximo de 5. A notacgao é:

limo(t) =49m/s

t—5

que é lido como “para uma fungao qualquer v(t), a velocidade tende a 49m/s quando ¢
tende a Hs”.

A definigao formal é dada por: suponha que f(x) seja definido quando estd préximo ao
ndmero a (isto é, f definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente
no préprio a). Entao:

lim f(z) =L (5.10)

r—ra
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e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L”se pudermos tornar os valores
de f(x) arbitrariamente préximos de L, tornando z suficientemente préximo de a (por
ambos os lados de a), mas nao necessariamente igual a a.

De acordo com a Equagéo, a velocidade no instante ¢t = a é igual a inclinacao da

reta tangente em P. Veja a Figura (}5.5)).

Qla+ h, fla + k)
Fa——

Pia, ﬂa/

Vi h
a4
l.’.."
0 a a+h t

fla+h) — fla)
Mpp="—""p—

= velocidade média

Figura 5.5 — Velocidade média. Fonte: (STEWART) 2013).

5.2 - Derivadas e taxas de variacao

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema de encontrar a
velocidade de um objeto envolvem determinar o mesmo tipo de limite. Este tipo especial
de limite é chamado derivada e veremos que ele pode ser interpretado como uma taxa de

variacao tanto nas ciéncias quanto na engenharia.

5.2.1 - Derivadas

Vimos que o mesmo tipo de limite aparece ao encontrar a inclinacao de uma reta
tangente na Equacao ou a velocidade de um objeto na Equacao . Sempre que
calculamos uma taxa de variagao em muitos problemas tais como a taxa de uma reacao
quimica ou o custo marginal em economia e, por isso, recebe um nome especial: derivada

de uma fungao f em um nimero a, denotada por f'(a), sendo dada por:

f'(a) = lim

h—0

(5.11)

fla+h) = f(a)
h

se o limite existir.
Se x =a+ h, entao h = x — a e h tende a zero se, e somente se, x tende a a. Podemos

entao, enunciar que a definicao de derivada como na determinacgao de retas tangentes é:
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Definimos a reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)) como a reta que passa
em P e tem inclinagao m dada pelas Equagoes e , definicao de derivada de uma
funcao f em um numero a, dada pela Equacao .

Assim podemos dizer que a reta tangente a y = f(z) em (a, f(a)) é a reta que passa
em (a, f(a)), cuja inclinagao é igual a f'(a), a derivada de f em a.

A equacao da reta que se utiliza da forma ponto-inclinagdo pode ser usada para escrever

uma equagao da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)):

5.2.2 - Taxas de variacao

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x, assim y = f(x).

Se z variar de x; a x9, entdo a variagdo em x (chamado incremento) sera:

AT =19 — 11

e a variagao correspondente em y sera:

Ay = f(%) - f(xl)

O quociente das diferencas:

Ay _ f(x2) — flz1)
y ¥ Sl s—— (5.13)

é denominado taza média de varia¢do de y em relagdo a = no intervalo [z, z5] e pode ser

interpretada como a inclinagao da reta secante PQ na Figura (5.6)).

y
Qx. fle))
: P A
/j._}-""_____
P(x,, flx)) & } Ay
S
/
o 7/ X X x

mpp = taxa média de variagio
m = f'[x;) =taxa instantinea
de variagio

Figura 5.6 — Taxa de variagao. Fonte: (STEWART] [2013)).

De modo analogo ao discutido no problema da velocidade de uma bola em queda livre,

consideramos a taxa média de variacao em intervalos cada vez menores fazendo z, tender
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a x1, isto é, fazendo Ax tender a zero. O limite dessas taxas médias de variacao é chamada

taxa instantanea de variacao de y em relagao a x em x = x1:

A _
Taza instantinea de wvariacio = lim —> = lim Flwa) = flan) (5.14)

Az—0 Az z2—a To — X1

Uma das interpretacgoes da derivada f'(a) é a inclinagao da reta tangente a curva
y = f(z) quando z = a e a segunda interpretacao aparece ao reconhecermos que a Equacao
(b.14)) é a derivada f'(z;), isto é, a derivada f’(a) é a taxa instantanea de variagao de
y = f(z) em relagdo a z quando = = a.

A conexao entre estas interpretagoes é que, se esbocarmos a curva y = f(x), entao a
taxa instantanea de variacao sera a inclinagao da tangente a esta curva no ponto = = a,
isto é, significa que quando a derivada for grande, a “curva sera ingreme” e os valores de
y mudarao rapidamente. Quando a derivada for pequena, a “curva serd achatada” e os
valores de y mudarao lentamente.

Em particular, se s = f(t) for a funcdo posigdo de uma particula que se move ao longo
de uma reta, entao f'(a) serd a taxa de variagdo do deslocamento s em relacao ao tempo t,

isto é, f'(a) é a velocidade da particula no instante t = a.

5.3 - Qutras notacdes

Se utilizarmos a notacao y = f(x) para indicar que a variavel independente é z e a

variavel dependente é y, entao algumas notagoes para a derivada sao:

_dy df d

fw) =y = L= = 2 f(w) = Df (@) = Duf (@)

d . .
Os simbolos D e e sao chamados operadores diferenciais, pois indicam a operacao de
x
diferenciacao, que é o processo de célculo de uma derivada.

O simbolo dy/dz, introduzido por Leibniz, é um sinénimo para f’(x). Podemos

reescrever a defini¢ao de derivada da Equagao (5.14) da seguinte maneira:

dy _ lim %
dz o Az—0 AT

Para indicar o valor de uma derivada dy/dx em um nimero especifico a utilizamos:

dy

dr|,_,

que é um sinénimo para f’(a).
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5.3.1 Derivadas de Ordem Superior

Se f for uma funcao diferenciavel, entao sua derivada f’ também é uma funcao de
modo que f’ pode ter sua prépria derivada, denotada por (f’)’ = f” e é chamada segunda

derivada ou derivada de ordem dois de f. Se y = f(x), usando a notacao de Leibniz,

d (dy\ _dy
de \dx )  da?

F'(a) = (7)) = tim TEE D 2L

podemos interpretar f”(x) como a inclinagao da curva y = f’(x) no ponto (z, f'(x)), ou

temos:

Ao escrevermos:

ainda, é a taxa de variagao da inclinagao da curva original y = f(x).

Em geral, podemos interpretar uma segunda derivada como uma taxa de variacao de
uma taxa de variagao. Um exemplo é a aceleracao, que é definida a partir da funcao de
posi¢ao de um objeto que se move em uma reta s = s(t), que ja vimos que sua primeira
derivada representa a velocidade v(t) do objeto como uma funcao do tempo:

ds
o) =0 ="

A taxa instantanea de variacao da velocidade com relagao ao tempo, é chamada

aceleracao a(t) do objeto. Assim, a fungao aceleracao ¢ a derivada da fungao velocidade e,

portanto, ¢ a segunda derivada da funcao posigao:

a(t) ='(t) = s"(t)

ou, na notacao de Leibniz,

dv  d*s
Qg = — = —
dt  dt?
A terceira derivada f”’(ou derivada de terceira ordem) é a derivada da segunda derivada:
" = (f") e pode ser interpretada como a inclinagao da curva y = f”(x) ou como a taxa
de variagao de f"(x).

N otagéo:
d d2 d3
y/// f/// (x) ( X ) Yy

dr \ dx? dz3
Podemos interpretar fisicamente a terceira derivada no caso em que a funcgao é a funcao
posi¢ao s = s(t) de um objeto que se move ao longo de um reta. Como s = (") = d/,

temos:

da  d3s

dt — ds?
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que é a taxa de variacao da aceleracao.
Em uma situacao corriqueira, uma variacao siubita na aceleracao causa um movimento

brusco, uma sacudida num veiculo.

5.4 - Taxas de variacdo - Interpretacao e Aplicacoes

Se y = f(z) entdo a derivada dy/dx pode ser interpretada como a taxa de variacao de
y em relagao a x, mas que tem uma interpretacao especifica dependendo do problema a ser

tratado. Vamos considerar dois problemas e examinar as interpretacoes para estes.

5.4.1 Aplicacao na Fisica

Se s = f(t) for funcao posigao de uma particula que estd se movendo em uma reta,
entdao As/At representa a velocidade média ao longo de um periodo de tempo At, e
v = ds/dt representa a velocidade instantanea (a taxa de variagao do deslocamento em
relagao ao tempo). A taxa instantanea de variagao da velocidade com relagao ao tempo é
a aceleracao: a(t) = v'(t) = s"(t).

Considere que a posi¢ao de uma particula é dada pela seguinte equacao:
s= f(t) =t> —6t> 4+ 9t,

onde t é medido em segundos e s, em metros.
a) Encontre a velocidade no tempo t.
b) Encontre a acelera¢ao no tempo t.
¢) Quando a particula estd se movendo para a frente (isto é, no sentido positivo)?
d) Quando a particula estd acelerando? Quando esta freando?
Solucao:

a) Para calcular a velocidade, deixamos o niimero avariar e substituimos a em:

f’(a) _ }lli% f(a+ hle B f(a’)
por:
U(t) — f/(t) _ lllli% f(t + h})L - f(t)
Assim:
. [(t +h)>—6(t+h)>+9(t+h)— (1 — 6% + 9t)]
h—0 h

Resolvendo e agrupando os termos semelhantes,temos:

. h(3t* + 3th + h* — 12t — 6h + 9)
a0 h
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Portanto:

v(t) = 3t — 12t + 9 (5.15)

b) Como acabamos de encontrar v(t) na Equacao (5.15), para calcular a aceleragao,

basta calcular a derivada da velocidade. De forma analoga,

v(t+ h) —v(t)

a(t) ='(t) = flblir(l)

Assim:

. BE+h)*—=12(t+h)+9— (3t — 12t + 9)]
lim
h—0 h

Resolvendo e agrupando os termos semelhantes,temos:

h(6t + 3h — 12)

5
hlg(l) h
Portanto:
a(t) =6t — 12

¢) A particula move-se no sentido positivo quando v(t) > 0, ou seja,
32— 12t +9=3¢t—-1)(t—3)>0

Para que essa igualdade seja verdadeira, devemos ter ambos os fatores positivos (¢ > 3) ou
ambos os fatores negativos (¢t < 1). Assim, a particula estd se movendo para a frente nos
intervalos de tempo ¢ < 1 e t > 3. A particula move-se para tras (no sentido negativo)
quando 1 <t < 3.

d) A particula acelera quando a velocidade é positiva e crescente (velocidade e aceleracao
ambas positivas) e, também, quando a velocidade é negativa e decrescente ( velocidade e
aceleragao ambas negativas). Assim, a particula aumenta a velocidade quando a velocidade

e a aceleracao tém o mesmo sinal.

- ].2

Figura 5.7 — Graficos das funcgoes posicao s, velocidade v e aceleracao a. Fonte:
(STEWART], 2013).

Da Figura vemos que a particula estd acelerando quando 1 < ¢t < 2 e quando
t>3.

A particula esta reduzindo velocidade, ou seja, estd freando, quando a velocidade e a
aceleracao tém sinais diferentes, ou seja, quando 0 <t < 1 e quando 2 <t < 3.

A Figura resume o movimento da particula.



5 -Aplicagoes de Equagao Diferencial no Ensino Médio 65

i

para frente para iris para frente

—_—

- - . - . - e -

freia acelera freia acelera

Figura 5.8 — Movimento da particula. Fonte: (STEWART] 2013)).

5.4.2 - Uma aplicacdo na Economia

Considere C(x) o custo total para a produgao de x unidades de um determinado
produto. Essa fun¢ao é denominada func¢ao de custo. Se o ntimero de itens aumentar de
x para Ts, o custo adicional serd AC' = C(z2) - C(xy), e a taxa média de variagdo do

custo seré:

AC — C’(x;) : S(a:l) _ C(x + AA.? — C(x)

A taxa de variacao instantanea do custo em relacao ao nimero de itens produzidos é
denominada custo marginal pelos economistas e pode ser calculada através da seguinte

equacao:

AC  dC

—_— = — 5.16
A;:IBO Ax dx ( )

Como z pode assumir somente valores inteiros, pode nao fazer sentido tomar Az e substituir
o gréafico de C'(x) por uma curva aproximadamente lisa. Fazendo Az = 1 e n muito grande

(de modo que Az seja pequeno comparado com n), temos:

C'(n) = C(n+1)—C(n)

Assim, o custo marginal de producao de n unidades é aproximadamente igual ao custo

de produgao de mais uma unidade, a (n + 1) - ésima unidade.

Em geral, representamos uma funcao custo por um polinomio.

C(z) = a+bx + cx® + da?,
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onde a representa os custos gerais indiretos (aluguel, aquecimento e manutengao), e os
outros termos representam o custo das matérias-primas, da mao de obra e assim por
diante.

Por exemplo, suponha que uma empresa tenha estimado que o custo (em reais) de

produgao de z itens seja:

C(x) = 10.000 + 5z + 0, 012> (5.17)

Como a funcao custo é dada pela equacao acima, a fungao custo marginal pode ser

calculada da seguinte maneira:

oo AC L Clr+ Ax) - C(x)
Clle) = Jimg Xy = dim, Az

Vamos calcular C'(z + Az) usando a Equacao (5.17). Assim:

C(x + Az) = 10.000 + 5(z + Az) + 0,01(x + Ax)?

Como C(x) é dado pela Equacao (5.17)), temos que C(z + Az) — C(x) é dado por:

Az(5+4 0,02z + 0,01Az)

Assim, C’(x) pode ser calculado através do seguinte limite:

/() = Ahmo Az(5+0, Oixx—i- 0,01Axz)
z—

= 540,02z

O custo marginal no nivel de 500 itens é:

C'(500) = 5+ 0, 02(500) = $15/item

que d4a a taxa segundo os custos estao crescendo em relagao ao nivel de producao quando
x = 500 e preve o custo da 501* unidade, enquanto o custo real de producao da 501*

unidade é:

C(501) — C(500) = 15.015,01 — 15.000, 00 = $15, 01

Observe que C’(500) ~ C(501) — C'(500)

Vimos que a velocidade na Fisica e o custo na Economia sao casos especiais do conceito
de derivada.

Existem muitos outros exemplos desse mesmo conceito na fisica, quimica, biologia,
geologia, psicologia, sociologia, entre outras areas, onde um unico conceito matematico

interpreta diferentes fenomenos.
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Sabe-se da preocupacao com relacao ao interesse dos alunos quanto ao conteido

de matematica, bem como os resultados obtidos na aprendizagem dos mesmos. Tal

preocupacao pode ser percebida quando analisamos a lista de dissertacoes do PROFMAT.

Uma lista de algumas dissertacoes do PROFMAT que se dedicadaram ao assunto

tratado estd em anexo.

10.

11.

12.

. Celso Faria de Souza. Equagoes Diferenciais Ordindrias na modelagem e solucao de

problemas de Engenharia. Universidade Federal de Goias, 2018

. Thiago Alves Spontoni. Modelagem matematica no ensino médio: equagoes diferen-

ciais de 1* ordem e interpolacao de Lagrange. Universidade Federal De Mato Grosso
Do Sul, 2018

. Paulo César Costa. Aplicagoes de derivada no ensino médio: uma abordagem de

forma intuitiva. Universidade Estadual Do Sudoeste Da Bahia, 2018

Calebe Martes de Andrade Santos. Equacoes diferenciais e a equacao de campo de
Einstein. Universidade Federal de Goids, 2018

. Anderson Rafael Alves. Limites e Derivadas: Uma abordagem para o Ensino Médio.

Universidade Estadual Paulista (UNESP), 2018

. Francisco de Assis Lima Galeno. Derivada e Aplicacoes. Universidade Federal do

Piaui, 2016

José Gomes Taveira Neto. A importancia do estudo do céalculo diferencial na

Educacgao Basica. Universidade Federal Do Tocantins, 2016

. Antonio Manoel da Silva Andrade. Recorréncias lineares e equagoes diferenciais

lineares: similaridades e aplicagoes no ensino médio. Universidade Federal do Cear4,
2016

. Tacilene Campos Pereira. Modelagem matematica no ensino médio; aplicacoes do

modelo de Malthus. Universidade Federal Do Amazonas, 2015

Maryna de Oliveira Paiva. Aplica¢oes do Estudo da Derivada no Nivel Bésico de
Ensino Associado a Resolucao de Questoes de Maximos e Minimos. Universidade de
Brasilia, 2015

Kélia Rodrigues de Queiroz Sousa. Céalculo: Uma proposta possivel para o ensino
médio. Universidade Federal de Mato Grosso, 2014

Carlos Cley Evangelista Ladislau. Nogoes de célculo diferencial no ensino médio.
Universidade Federal Do Vale Do Sao Francisco, 2014
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13. Cicero dos Santos. Uma proposta para o ensino de nogoes de calculo no ensino médio

utilizando o winplot. Universidade Estadual Da Paraiba, 2014

14. John Cleidson da Silva. Limite e Continuidade: Um enfoque acessivel ao ensino

médio com o auxilio do Geogebra. Universidade Estadual Da Paraiba, 2014

15. Leandro Machado Godinho. Célculo no Ensino Médio: uma proposta para o ensino

de derivada na primeira série. Universidade do Estado do Rio de Janeiro, 2014

16. Rejane Teixeira de Souza Floret. Uma proposta para introducao de noc¢oes de Calculo

no ensino médio.Universidade do Estado do Rio de Janeiro, 2014

17. Janaina Oliveira Mota. Derivadas no Ensino Médio: Reflexoes e Propostas. Univer-
sidade Federal de Sergipe, 2014

18. Carlos Augusto Ribeiro. Nocoes de Calculo Diferencial: Uma proposta para o Ensino
Médio. Universidade Federal de Juiz de Fora, 2013

19. Janilson Claydson Silva Brito. O Calculo Diferencial e Integral como ferramenta

interdisciplinar no Ensino Médio. Universidade Federal do Piaui, 2013

20. André Luiz Ferreira Melo. A importancia do Ensino de Calculo Diferencial no Ensino
Médio: um estudo com alunos do 40 Ano do Ensino Médio Integrado ao Técnico de

Eletromecanica do IFPI Campus Floriano. Universidade Federal do Piaui, 2013

21. Jaqueline Molon. Calculo no ensino médio: uma abordagem possivel e necessaria

com auxilio do software geogebra. Universidade Federal De Santa Maria, 2013

Os trabalhos relatam experiéncias inovadoras no campo de ensino e da aprendizagem.

Alguns trabalhos apresentam a discussao do assunto tratado aqui, ou de novas es-
tratégias de ensino e relatam suas experiéncias apresentando as listas de exercicios tra-
balhadas junto a seus alunos, bem como os resultados obtidos com elas. Tais situacoes
podem ser vistas nas dissertagoes de ntimero 3 e 20. A dissertacao de ntimero 3 usou a
aprendizagem baseada em problemas e a dissertagao de ntimero 20 utilizou o estudo de
caso para discutir o tema proposto.

O uso da tecnologia é um forte aliado para a aprendizagem do conteido e percebemos
o uso do software geogebra, juntamente com atividades desenvolvidas com alunos nas
dissertagoes de ntmero 5, 7, 12, 13, 15, 16 e 21. Ainda podemos falar sobre o uso de
metodologias ativas nessas dissertacoes. As dissertacoes de niimero 5, 7 e 12 utilizaram o
estudo de caso para abordar o assunto estudado. Ja as dissertacoes de ntimero 13 e 21
fizeram uso da aprendizagem baseada em projetos e as dissertagoes de niimero 15 e 16
fizeram uso da aprendizagem baseada em problemas.

A dissertagao ntimero 14, além de abordar o trabalho com atividades desenvolvidas

com alunos do Ensino Médio e o auxilio do geogebra, trouxe um exemplo de metodologia
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ativa, a sequéncia didatica que foi elaborada para introduzir o Célculo para alunos do
Ensino Médio.

Ainda nas dissertacoes de nimero 2 e 9 foi estudado o modelo de Malthus para
estimativa das matriculas no Ensino Médio no estado do Mato Grosso do Sul, o calculo
do percentual de gravidez na adolescéncia e o nimero de analfabetos no Brasil. Foram
desenvolvidas atividades com os alunos e apresentacao do trabalho e utilizado o estudo de
caso para desenvolver o assunto abordado.

Nas dissertacoes de nimero 1, 4, 6, 8 e 19 foram apresentadas aplicacoes classicas como
juros compostos, aquecimento ou resfriamento de corpos, decaimento radioativo, circuitos
elétricos, crescimento populacional, etc.

Ja as dissertacoes de ntimero 10, 11, 17 e 18 se dedicaram a introduzir o Calculo
no Ensino Médio através de limites e derivadas com o intuito de auxiliar os alunos que
ingressam em uma Universidade. Em algumas dessas dissertacoes foi abordado o fato de
que ha um grande nimero de reprovacao dos alunos que cursam Calculo 1 por haver uma
grande defasagem desse contetido que poderia ser introduzido ja na 1* série do Ensino
Médio.



6 Consideracoes finais

Nesse trabalho, estudamos algumas aplicacoes de equagoes diferenciais classicas da
literatura, pois acreditamos que um conhecimento amplo desses modelos basicos, formado
pelas equacoes que os descrevem e suas solucgoes, é o primeiro passo para a solucao de
problemas mais complexos e realistas.

Posteriormente pretendemos instigar o interesse dos alunos do ensino basico através
de aplicacoes de problemas ja conhecidos das aulas de Fisica convencendo-os de que
a modelagem matematica conduz a equacgoes diferenciais e que estas fazem parte da
investigagao de problemas em muitos campos dos conhecimentos e que a motivacao para
se resolver a maioria das equagoes diferenciais é aprender sobre o processo fisico modelado

pela equacao.
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