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RESUMO

O objetivo deste trabalho é propor a inclusdo de conceitos da teoria de grafos no
curriculo dos alunos do ensino fundamental. Para isso, foram criadas e aplicadas
para duas turmas do oitavo ano um conjunto de atividades de modelagem
matematica, nelas os grafos sdo a principal ferramenta na representacdo dos
problemas. O foco principal do trabalho esta na resolucédo de problemas da teoria de
grafos, assim séo abordados o problema do caixeiro viajante e do carteiro chinés. As
atividades possuem orientacdes de aplicacdo para os docentes, bem como alguns
objetivos e habilidades que podem ser consolidadas durante os trabalhos em sala.

Palavras-chave: teoria de grafos, ensino fundamental, modelagem matemaética,

problema do caixeiro viajante, problema do carteiro chinés, habilidades.



ABSTRACT

The objective of this work is to propose the inclusion of graph theory concepts in the
curriculum of elementary school students. For this, a set of mathematical modeling
activities were created and applied to two classes of the eighth year, in which graphs
are the main tool in representing problems. The main focus of the work is on solving
graph theory problems, thus addressing the problem of the traveling salesman and
the Chinese postman. The activities have application guidelines for teachers, as well
as some objectives and skills that can be consolidated during the classroom work.
Keywords: graph theory; elementary School; mathematical modeling; traveling
salesman problem; Chinese postman problem; skills.
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1 INTRODUCAO

O ser humano sempre desejou compreender e controlar o0 mundo e 0s
diversos fendbmenos que o cercavam, podendo ser eles de caracteristica fisica,
biolégica, econbémica e outros. Na busca por respostas para os diversos
guestionamentos que o0s intrigava, percebeu que possuia uma aliada muito
importante durante esse processo de investigacdo: a Mateméatica. Segundo Arenales
et al. (2015, p. 4) “se fazer ciéncia € a capacidade de observar e descrever
fendmenos naturais, sociais, econémicos, entre outros, a matematica tem uma
importancia fundamental na descricao desses fenbmenos.”

Essa realidade cientifica esta concentrada majoritariamente ao publico do
ensino superior, porém a necessidade de despertar a curiosidade sobre o mundo e a
busca por respostas deve ser iniciada desde o ensino basico. O ensino de
matematica € essencial nesse processo, pois além de despertar o instinto de
investigagao, desenvolver o raciocinio, e a compreensao do mundo a sua volta, ela
pode desempenhar um papel importante na formacéo do cidadéo.

Além disso, durante o processo de ensino e aprendizagem de matematica é
esperado que o discente, caso ndo possua, desenvolva e consolide competéncias
destacadas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Em resumo, tais
competéncias atendem quesitos especificos de cada disciplina e quesitos
multidisciplinares.

Pensando no processo de ensino e aprendizagem de matematica no ensino
fundamental, este trabalho propde a inclusdo de alguns conceitos da teoria de grafo
no curriculo desses alunos. Essa introducdo é feita através de atividades de
modelagem matematica adaptadas a realidade dos discentes. Desse modo, foi
possivel trabalhar alguns conceitos de grafos em contextos e situacdes do cotidiano
das pessoas.

O entendimento de que os grafos podem ser incluidos no curriculo dos alunos
do ensino fundamental e médio é compartilhado por outros trabalhos, Monteiro
(2015) cita algumas dissertacdes que abordam esse tema, e a propria autora aplicou
os grafos e alguns de seus problemas no ensino médio. O trabalho de Lozano
(2007) citado nessa dissertacao propde o problema da coloracédo de grafos para o

ensino fundamental. O diferencial desse trabalho € propor um conjunto de atividades
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contextualizadas que visam inicialmente apresentar os grafos como uma ferramenta
para modelagem de problemas, e em seguida trabalhar com dois problemas
classicos da teoria de grafos. Durante a resolucdo das atividades espera-se que 0s
discentes consolidem algumas habilidades descritas na BNCC, além de desenvolver
algumas competéncias especificas da disciplina de matematica. Sobre esses
objetivos a serem alcancados, podemos destacatr:

Desenvolver o raciocinio loégico, o espirito de investigacdo e a capacidade

de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos
matematicos para compreender e atuar no mundo. (BNCC, 2017, p. 265).

O presente trabalho estd organizado com a seguinte estrutura. Além desse
primeiro capitulo introdutério, o segundo capitulo desse trabalho explora a teoria de
grafos, abordando um pouco de sua histéria e alguns conceitos relevantes da area,
citando problemas que hoje sao tratados pela otica dos grafos. Vale ressaltar que é
uma teoria muito rica em conceitos e notagcOes, portanto foram descritos aqui
aqueles que foram importantes para o entendimento do trabalho.

O terceiro capitulo aborda dois problemas considerados classicos e presentes
em muitas situacdes do cotidiano: o Problema do Caixeiro Viajante (PCC) e o
Problema do Carteiro Chinés (PCC). O texto apresenta a histdria desses problemas,
0 contexto em que eles frequentemente aparecem e algumas técnicas ou algoritmos
gue permitem encontrar uma solugéao.

No quarto capitulo, foi feita uma discusséo sobre o papel do professor durante
atividades de modelagem matematica em sala aula. E apresentado um conjunto de
atividades relacionadas a teoria dos grafos, adaptadas a alunos do 8° ano do ensino
fundamental. Essas atividades estdo acompanhadas de sugestdes para aplicacao,
assim como procedimentos que devem ser adotados durante as aulas.

No quinto capitulo sdo apresentados os resultados alcancados por duas
turmas do 8° ano do ensino fundamental em relacdo as atividades propostas do
capitulo anterior. Foram analisadas as solucdes entregues pelos grupos de trabalho
para os problemas abordados, os principais questionamentos feitos pelos alunos e
os fatos relevantes que aconteceram durante a aplicacao.

O dultimo capitulo é dedicado a algumas consideracfes finais sobre as
atividades trabalhadas e possiveis adaptacdes para outros anos do ensino

fundamental.
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2 CONCEITOS SOBRE GRAFOS

Neste capitulo sdo apresentadas algumas definicbes e conceitos importantes
da teoria de grafos. Para isso, esses elementos estdo embasados nas obras citadas

nas referéncias bibliogréficas desse trabalho.

2.1 ORIGEM DOS GRAFOS

O surgimento de importantes resultados na mateméatica de modo geral, deve-
se a motivacdo das pessoas em solucionar algum tipo de problema. Segundo
Arenales et al. (2015), um dos primeiros resultados da teoria de grafos foram obtidos
gracas ao famoso matematico suico Leonard Euler, considerado por muitos o maior
matematico do século XVIII. Diz Garbi sobre Euler:

Euler é, sem duvida e de longe, 0 matematico que mais obras produziu em
todos os tempos, cobrindo todas as areas entdo conhecidas da matematica

e criando outras que ndo haviam sido sequer vislumbradas por seus
antecessores. (GARBI, 2011, p. 242).

Segundo Monteiro (2015), tudo comecou em uma antiga cidade chamada de
Konigsberg, situada entre a Polonia e a Lituania, atualmente conhecida como
Kaliningrado. Em 1736, Konigsberg era cortada por um rio chamado Pregolia, e
como consequéncia, formava-se duas ilhas no interior da cidade. O acesso a elas se
dava por sete pontes que as conectava com a margem e entre si. A Figura 1 mostra

um esboco dessa situacao.
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Figura 1 — llustragédo das Pontes de Konigsberg

Margem superior

Margem inferior
Fonte: Do autor, 2019.

Foi entdo que um enigma foi criado e permaneceu sem solucao por varios
anos. O problema consistia em determinar uma rota que permitisse sair e retornar a
mesma margem passando uma unica vez por cada uma das pontes. Este enigma
ficou famoso e foi-lhe atribuido o nome de Problema das Sete Pontes de
Konigsberg.

Analisando o problema, Euler criou uma estrutura formada por pontos e
curvas para modela-lo. Essa representacao € conhecida hoje como grafo. Na Figura
2 podemos observar um grafo semelhante ao que foi construido por Euler. Nele, os
pontos A, B, C e D representam, respectivamente, a margem superior, a llha 1,
margem inferior e llha 2. Para entender melhor a representacédo usada por Euler, o
Capitulo 2 foi dedicado a apresentacdo de definicdes e conceitos sobre a teoria de

grafos.

Figura 2 - Representac¢é@o geométrica para o problema das pontes

A

Fonte: Do autor, 2019
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2.2 DEFINICAO E NOTACAO DOS GRAFOS

Apresentaremos nesse momento uma definicdo para grafo e alguns conceitos
importantes dessa teoria. Neste trabalho serd considerada a definicdo para grafo
dada por Goldberg e Luna, segundo eles: “Um grafo € uma estrutura de abstragéo
qgue representa um conjunto de elementos denominados nés e suas relacdes de
interdependéncia ou arestas.” (GOLDBARG; LUNA, 2005, p. 482).

Para entender melhor a definicdo dada pelos autores, vamos considerar os
conjuntos V e A, ambos finitos. Os elementos do conjunto V sdo chamados de nés
ou Vértices, ja os elementos de A sdo chamados de arestas ou arcos. Um grafo sera
denotado como G = (V,A4), em que V € um conjunto de elementos e A € um
subconjunto do produto cartesiano V X V, ou seja, contém os pares de alguma
relacéo entre os elementos de V.

Segundo Goldbarg e Goldbarg E. (2012), a ordem de um grafo corresponde a
cardinalidade de seu conjunto de vértices, ou seja, |V|. J& o tamanho de um grafo é
dado pela cardinalidade de seu conjunto de arestas. Considerando 0s conjuntos
V=1{1,2,3,45} e A= {(1,3),(2,5),(2,4),(51)} temos um exemplo pratico de um
grafo G = (V,A) de ordem 5 e tamanho 4, em que, novamente, 0os elementos de A
representam as relacdes entre 0os nos (numeros) de V. Mais a seguir veremos que
os elementos de A podem ser pares nao ordenados, dando origem aos grafos néo

orientados.

2.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA

Além da notacédo algébrica, € possivel representar um grafo através de uma
representacdo geométrica. Neste caso, 0s veértices (elementos de V) séo
representados por pontos distintos em um plano. Sempre que houver uma relacéo
entre dois vértices de V usaremos curvas, segmentos de reta ou vetores para
conecta-los. Se os elementos de A forem pares ndo ordenados, entdo usaremos
apenas segmentos ou uma curva qualquer. Porém, se A é formado por pares
ordenados, entdo devemos usar segmentos orientados para relacionar esses
pontos. Sendo assim, forma-se uma figura com segmentos orientados ou nao que

vao se conectando e formando a estrutura do grafo.
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Na Figura 3 podemos analisar a representacdo geométrica de um grafo. Nela,
os grafos (a) e (b) representam a mesma estrutura. Neste caso, estamos
considerando as arestas como sendo pares ndo ordenados, por isso, foram usados
segmentos de reta na ligacdo dos pontos. Apesar de parecerem diferentes, as
estruturas sdo as mesmas, logo, o que realmente importa é a relacado entre 0s nés e
nao a posicao deles.

Figura 3 — Representagdo geométrica de um grafo

V={1,234,56728}
A={(12),(18).(27),(34), (4.6), (58)}

2 3 1 2 3 4

Fonte: Do autor, 2019.

Em algumas situacbes é necessario que as arestas de um grafo sejam
seguimentos orientados. Um grafo com essas caracteristicas € chamado de
direcionado, orientado, ou Digrafo. E comum chamar as arestas de um grafo
orientado apenas de arcos.

Figura 4 — Digrafo

V={1234567)
A={(1.2),(1,7), (2,5), (4,5), (6,3), (6,1) }

2 3

6
Fonte: Do autor, 2019.
A teoria de grafos se tornou importante pelo fato de ser possivel modelar

problemas de varios contextos através de seus conceitos. Sua representacao
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geométrica € uma ferramenta relevante, pois, permite através da ilustracao analisar
visualmente a relagdo entre os elementos de um conjunto V, possibilitando ao
interessado extrair informacdes ou propor solucdes para o problema abordado.
Analisando as Figuras 3 e 4 percebe-se que a notagédo usada no conjunto A
para os grafos orientados e ndo orientados € a mesma, isso € uma caracteristica da
prépria teoria. Para distincgdo do grafo que estad sendo usado € necessario
apresentar sua representacdo geométrica ou explicitar o seu tipo. Assim, deve-se
observar que apesar de se usar pares ordenados como elementos de A em um grafo
nao orientado, na verdade, eles sdo subconjuntos de V com dois elementos.
Consideremos agora um grafo G = (V,A) ndo orientado qualquer. Segundo
Lozano (2007), dois vértices v, e v, sdo as extremidades de uma aresta a, quando
existe um segmento que os une. Na Figura 5, podemos observar que os vértices 2 e
5 sdo extremidades de uma das arestas do grafo. E possivel que um vértice do grafo
se relacione consigo mesmo, neste tipo de relacdo Goldbarg e Goldbarg E. (2012)
dizem que o grafo possui um lago. Ainda na Figura 5 observa-se o elemento (1,1) no

conjunto A e a representacdo do laco na estrutura do grafo.

Figura 5 — Grafo com laco

V={1223,4,5}
A={(1,1),(1,9), (2,3), (2.4), (2.5), (3.4) }

2

)
Fonte: Do autor, 2019.
Ainda na obra de Goldbarg e Goldbarg E. (2012), se ocorrerem duas ou mais
arestas entre dois vértices do grafo, entdo elas serdo chamadas de paralelas. Na
Figura 6 podemos observar esse caso, onde as arestas a; = (1,3) e a, = (1,3) sao

consideradas paralelas.
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Figura 6 — Grafo com arestas paralelas nos vértices 1 e 3

5

Fonte: Do autor, 2019.

A partir desse ponto, as definicdes, a menos de mencgao contraria, foram
retiradas das obras de Goldbarg e Luna (2005) e Goldbarg e Goldbarg E. (2012). No
grafo néo orientado da Figura 6 podemos ver que 0s vértices 2 e 4 estdo conectados
por uma aresta, assim sado chamados de vizinhos. Dados dois vértices v, e v,,
dizemos que eles sédo vizinhos quando existir pelo menos uma aresta que 0s
conecta. Esse conceito s6 pode ser aplicado em grafos ndo orientados, pois nos
digrafos as conexdes sdo feitas por vetores, o que muda a interpretacdo dessa
relacéo.

Para os grafos orientados temos 0 conceito de sucessor e antecessor. Sejam
v, ev, vertices de um grafo orientado. Dizemos que v, € sucessor de v; se existe
ao menos um arco ligando v, a v,, em que a extremidade do segmento orientado

gue os conecta incide sobre v,. A Figura 7 nos mostra exemplos desse conceito.

Figura 7 — Antecessor e sucessor de um vértice
Antecessor de Vg

Sucessores de Vg

Fonte: Do autor, 2019
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Pode-se observar que o vértice v; € sucessor de v, afinal a extremidade do
vetor incide sobre v;. Considerando agora os vértices v, e vg, observa-se que v, € 0
sucessor enquanto v 0 antecessor. Quando analisado em relacdo ao vértice v,, v
se torna antecessor.

Com excecao dos grafos das Figuras 2 e 7, apresentamos 0s vértices dos
grafos por nimeros, com o objetivo de simplificar os exemplos que foram dados. E
importante dizer que a natureza desses elementos podem sofrer variacdes, podendo
considerar esses vértices como cidades, enderecos que devem ser visitados, tarefas
gue devem ser concluidas e outros, sendo assim, o rotulo desses vértices podem
ser trocados por letras ou o que for mais conveniente para o problema.

Sabemos que os nés de um grafo podem apresentar quantidades diferentes
de arestas incidindo sobre eles. Em um grafo ndo orientado, o grau de um vértice é
dado pelo niumero de arestas distintas que incidem sobre ele. Para cada laco de um
no sera contabilizado duas unidades além das arestas comuns. Isso significa que se
um vertice possuir um unico lago e ainda outras duas arestas distintas incidindo
sobre ele, entdo seu grau serd 4 e escrevemos d(i) =4, em que i € 0 vértice em
guestdo. Para os grafos orientados devemos contar todos os vetores distintos que
tem sua extremidade ou origem no vértice. E possivel mostrar que em um grafo n&o
orientado, a soma dos graus de todos os veértices é igual ao dobro do niamero de
arestas.

De fato, dada uma aresta de uma grafo ndo orientado, ela contribui com 1
unidade no grau em cada um dos seus dois vértices. Assim, cada aresta (elemento)
do conjunto A contabiliza duas unidades na soma total dos graus dos veértices.
Concluimos que a soma dos graus dos vértices de um grafo € igual ao dobro do

ndmero de arestas.

2.4 CAMINHO, CADEIA, CICLO E CIRCUITO

Vamos agora definir algumas trajetorias importantes que podem ser feitas em
um grafo. Vamos considerar um grafo G = (V,A) ndo orientado. Um caminho é uma
sequéncia de arestas em que todos o0s nds visitados sdo distintos. Como
consequéncia, em um caminho nenhuma aresta ou né € visitado mais de uma vez.
Na Figura 8 podemos observar alguns exemplos de caminhos em um grafo néo

orientado.
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Figura 8 — Caminhos em um grafo n&o orientado

1 a, 3

Fonte: Do autor, 2019.

Neste grafo, podemos determinar uma variedade de caminhos do vértice 1 ao
4, entre eles temos: a;,a; OU a,, a,, as OU a,,a, as,a,. Os caminhos atentem a
condicao de ter arestas distintas e nos distintos, mas as vezes basta que as arestas
da sequéncia sejam distintas. Quando isso ocorre temos uma cadeia de arestas, ou
simplesmente cadeia, caracterizada por uma sequéncia de arestas em que todas
séo distintas.

Concluimos que a unica diferenca entre caminho e cadeia, é que no segundo
caso pode haver a passagem por algum né mais de uma vez, porém nenhuma
aresta deve ser repetida. Sendo assim podemos dizer que todo caminho é uma
cadeia, mas nem toda cadeia € um caminho. A Figura 9 permite extrair algumas

cadeias de arestas.

Figura 9 — Grafo com diferentes cadeias de arestas

4
Fonte: Do autor, 2019.
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Tomando os noés 1 e 2 como exemplo, podemos construir as cadeias de
arestas as, aq,a6,a, OU as aq,as,a, OU as ayas,a;a,;, em que todas essas
sequéncias sdo ao mesmo tempo caminho. Porém a sequéncia ag, aq, a4, as, ag, a; €
apenas uma cadeia de arestas, ndo € caminho porque o né 5 é visitado em dois
momentos.

Sao comuns os problemas em que devemos sair de um ponto, passar por um
conjunto de lugares especificos e retornar ao final do trajeto a origem, sdo o0s
chamados ciclos ou circuitos de um grafo. Chamamos de ciclo toda cadeia de
arestas fechada, ou seja, uma sequéncia de arestas distintas que inicia e termina no
mesmo Vértice. Considerando ainda a Figura 9, as sequéncias ag, a,, a,, a,,a;, dq, as
e ag, a4, a; Sao exemplos de ciclos do né 2.

Existem dois ciclos especiais na teoria de grafos e que vao caracterizar 0s
problemas abordados no proximo capitulo desse trabalho: o ciclo euleriano e o ciclo
hamiltoniano. O primeiro, em homenagem ao matematico Leonard Euler,
caracteriza-se por ser um ciclo que passar por todas as arestas de um grafo. O
segundo trata-se de um ciclo que passa por todos os vértices de um grafo.

E possivel em grafos orientados encontrar rotas que iniciam e terminam no
mesmo no, sdo os denominados circuitos. Portanto, apenas para o caso de digrafos,
chamamos de circuito toda sequéncia de arcos distintos que inicia e termina no
mesmo vértice. Na Figura 10, tomando como exemplo o vértice 3, a sequéncia

as,a,, a, € um exemplo de circuito.

Figura 10 — Circuito em um digrafo

Uz
Fonte: Do autor, 2019.
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E importante dizer que a teoria de grafos é uma area muito rica em conceitos,
e por isso muitos deles ndo foram e ndo serdo mencionados por nao ter relagédo com
0 que serd trabalhado mais adiante. Os itens apresentados constituem uma
introducdo simples sobre o tema. Caso o leitor precise aprofundar no assunto,
aconselha-se a consulta as obras descritas no sumario desse trabalho.

2.5 CLASSIFICACOES DOS GRAFOS

Como sédo diversos os problemas abordados pela pesquisa operacional é
necessaria uma quantidade significante de modelos que possam representa-los. Os
grafos sdo classificados de acordo com suas caracteristicas, veremos agora

algumas dessas classificagdes.

Grafo Simples: E o grafo que ndo possui arestas paralelas nem laco.

ll.  Grafo Conexo: E o grafo em que para todo par de vértices existe ao menos
uma cadeia de arestas entre eles. Caso o grafo ndo seja conexo ele sera

chamado de desconexo.

Figura 11 — Grafo simples e conexo

A

Fonte: Do autor, 2019.
.  Grafo Completo: E um grafo em que existe uma aresta associada a cada par

de vértices, sendo assim cada n6 é vizinho dos demais.
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Figura 12 — Grafo completo
1

Fonte: Do autor, 2019.
IV. Grafo Ponderado: E o grafo que possui valores numéricos associados as
suas arestas ou arcos.
V. Grafo Rotulado: E um grafo que possui atribuicdes associados aos seus nos

ou veértices, podendo ser nimeros ou letras alfabéticas.

Figura 13 — Grafo rotulado e grafo ponderado

Grafo Rotulado Grafo Ponderado

Fonte: Do autor, 2019.

VI. Multigrafo: E um grafo em que existe mais de uma aresta ligando um mesmo par
de vértices, ou seja, € um grafo que possui arestas paralelas.
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Figura 14 — Multigrafo

3
Fonte: Do autor, 2019.

2.6 REPRESENTACAO MATRICIAL

Além da representacdo geomeétrica, existem outros tipos de representacoes
importantes para os grafos, entre elas a matricial. E comum na area de pesquisa
operacional trabalhar com problemas que envolvem a maximizagcdo ou minimizacao
de alguma grandeza, sendo usados neste processo algoritmos computacionais que
podem encontrar uma solucdo Otima para o problema analisado. Para que isso
ocorra € necessaria uma representacdo matricial para que 0s computadores
reconhecam a estrutura de um grafo e possa armazena-lo.

Sobre esse tipo de representacao, Arenales et al. (2015) diz que:

Uma representacdo adequada de redes pode influenciar o tempo que um
algoritmo requer para resolver o problema em um computador. Assim,
existem outras representacbes de grafos (redes) em computadores que

economizam espago da memoria e recuperam rapidamente informacgfes de
adjacéncia entre nds. (ARENALES et al., 2015, p. 362).

2.6.1 Representacdo através da matriz de adjacéncia

Neste tipo de representacdo, o grafo € expresso através de uma matriz
A = [a;;], em que as linhas e as colunas dessa matriz estdo associadas diretamente

aos noés do grafo. Seus elementos quase sempre serdo representados por 0 ou 1,

mas ha a excecéo para os grafos com arestas paralelas, neste caso o elemento a;;
sera igual ao numero de arestas paralelas que ligam os vertices v; e v;. Em geral, €

uma matriz que representa de maneira eficiente qualquer grafo, seja orientado ou

nao.
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Definigcdo: Uma matriz (n Xxn) A = [al-]-] é denominada como de adjacéncia do grafo

G=(V,A) se:

aij =1 & 3 Tela(,‘510 (l)])
aij = 0 U d a Tela(;éo (l;])

Tomando como exemplo um grafo G = (V,A) tal que V ={1,2,3,4,5} e
A=1{(1,2),(1,3),(2,4),(3,4),(3,5)}, sua matriz de adjacéncia juntamente com sua

representacdo geométrica sao dadas a seguir.
Figura 15 — Grafo ndo orientado e sua matriz de adjacéncia

1 2 3 4 5 1 2

oo O R
HROOR
coRr RO
cor oo

o

A OoNn -
O~ EFkO

Fonte: Do autor, 2019.

Se existisse em A mais um elemento (1,2), ou seja, se houvesse arestas
paralelas entre vértices 1 e 2, entdo na matriz de adjacéncia A, o elemento a,,
assumiria o valor 2 . E importante notar que para grafos ndo orientados toda matriz
de adjacéncias é simétrica, logo A = At. Considerando agora um grafo parecido com
o da Figura 11, porém orientado, sua matriz de adjacéncias e sua representacao

geométrica sdo dadas na figura a seguir.

Figura 16 — Grafo orientado e sua matriz de adjacéncia

1.2 3 4 5 1 2

(= el e R I o
oo OO
OO EF,O
OO, OO

OOk 0w N
OO OO O0Oo

Fonte: Do autor, 2019.
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Note que ao contrério dos grafos ndo orientados, a simetria ha matriz desses
grafos ndo acontecera. Ainda no grafo da Figura 16, percebe-se que o vértice 3 é
sucessor de 1, logo o par ordenado (1,3) pertence ao conjunto das relagdes. Porém
(3,1) ndo é elemento desse conjunto, e como consequéncia, 0s elementos a;; € as;
na matriz de adjacéncia assumiram, respectivamente, os nimeros 1 e 0. No exemplo
descrito, a matriz de adjacéncia é ao mesmo tempo uma matriz triangular inferior,
mas iSSO ocorreu por coincidéncia, assim 0s demais casos ndo apresentaram
necessariamente essa caracteristica na matriz.

De forma geral, essa matriz sempre serd quadrada. Para que ndao ocorram
erros na sua construcdo é importante manter a mesma ordem dos vértices na linha e
coluna da matriz, isso significa que se um vértice v, esta representado na linha k da
matriz, ele devera estar representado também na coluna k. Dada uma matriz de
adjacéncia, € facil determinar se ela representa um grafo ndo orientado ou um
digrafo. Caso a matriz de adjacéncia ndo seja simeétrica, sabemos que se trata de
um digrafo. Para saber a orientagcdo dos seguimentos que conectam 0s nos, basta
olhar as linhas da matriz, ela indica a origem do segmento orientado e a coluna

indica a extremidade.
2.6.2 Representacao atraveés da matriz de incidéncia

Nesta representacdo, as linhas e as colunas dessa matriz correspondem
respectivamente aos veértices e arestas de um determinado grafo. Esta matriz ndo
sera necessariamente quadrada e sera formada pelos nimeros 0, 1 ou -1. E uma
representacdo muito utilizada e que também pode representar qualquer tipo de

grafo.

Definicdo: Uma matriz (nxm) A = [al-j] € denominada de incidéncia do grafo

G = (V,A) se, paratodo arco j que liga o no k ao no p temos:

a;=—1 oi=p
a;j = 0 para os demais casos
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Segundo a lei de formacdo definida para essa matriz, os vértices séo
dispostos sobre as linhas da matriz e as arestas nas colunas. Sera atribuido 1 a a;;
toda vez que a aresta j incidir sobre o né i, caso contrario o elemento valera 0. Na
Figura 17, pode-se analisar a matriz de incidéncia de um grafo ndo orientado de

ordem 5.

Figura 17 — Grafo e sua matriz de incidéncia

81 82 83 84 35 86
1 1 01 0 0 0]
2 |1 1 0000 .
3 /0 1 0110 3
4 |0 01 10 1
5 L0 00 0 1 1] 4

Fonte: Do autor, 2019.

E importante notar que para o caso de grafos n&o orientados, ndo teremos a
presenca do —1 na matriz de adjacéncia, afinal para este caso o sentido da ligacao
entre 0s nOs nao é importante. Em cada coluna da matriz existirdo apenas dois
elementos que serdo diferentes de 0, pois cada arco do grafo esta ligando apenas
um par de nos.

Vamos analisar agora como fica a representacdo de grafos orientados
utilizando a matriz de incidéncia. Neste caso, havera a presenca do namero —1
como elemento da matriz. Toda vez que o no i for origem do arco j, atribuiremos 1
ao elemento q;;, mas se esse vértice é extremidade do arco, entdo a;; = —1. Para

os demais casos a;; = 0. A Figura 18 apresenta uma matriz de incidéncia e a

representacdo geométrica de um digrafo de ordem 5.

Figura 18 — Grafo orientado e sua matriz de incidéncia

P Uy Uz Uy Us  Ug 2
1 1 1 1 0 0 0
2 —1 0 0 0 0 -1 Ug
3 0 0 -1 -1 0 0
4 0o -1 0 1 1 0 5
5 | 0 0 0 0 -1 1

Fonte: Do autor, 2019.
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Tomando como exemplo o arco u;, podemos ver no grafo que a origem e a
extremidade desse arco sao respectivamente os nos 1 e 3. A terceira coluna
representa o arco us, logo os elementos a;; € as; receberam respectivamente os
valores 1 e —1. Todos os outros elementos da coluna receberam o valor 0, afinal o
arco u; so pode relacionar dois nés desse grafo.

Munido apenas de uma dessas matrizes apresentadas (adjacéncia ou
incidéncia) e observando suas caracteristicas € possivel determinar o tipo de grafo
que estda sendo representado e a representacdo que estd sendo usada. Por
exemplo, a Unica matriz que pode ter elementos negativos é a de incidéncia, e isso
apenas acontecera caso o grafo representado seja orientado. Caso todos o0s
elementos da matriz sejam 0 ou 1, devemos olhar para a ordem da matriz, pois se
nao for quadrada, entdo sera de incidéncia de um grafo ndo orientado. Se a matriz
for quadrada e seus elementos 0 ou 1, devemos observar a simetria da matriz, pois
s6 a matriz de adjacéncia de um grafo ndo orientado é simétrica. Por ultimo, se ela
ainda for quadrada, com elementos 0 ou 1, e ainda nao-simétrica, podemos ter a
matriz de incidéncia de um grafo ndo orientado ou a matriz de adjacéncia de um

digrafo, mas so a primeira tem exatamente dois elementos 1 em cada coluna.
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3 PROBLEMAS CLASSICOS

3.1 O PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

Esse problema é um dos mais classicos entre os problemas de roteamento
em nos. De modo geral, o problema do caixeiro viajante envolve um conjunto de
cidades em que um viajante deve encontrar uma rota que passe por todas elas,
sendo que, durante o percurso, a Unica cidade visitada mais de uma vez é a de
origem, ou seja, de onde o viajante partiu.

Otimizar alguma grandeza durante o percurso do viajante € o grande objetivo
neste tipo de problema. Podem ser consideradas a distancia percorrida, custos de
viagem, tempo e outros. Para Arenales et al. (2015),

Este é um dos problemas combinatérios mais conhecidos e pesquisados
devido a sua aplicacdo em diversas areas, tais como manufatura de

circuitos, programacdo da producdo, telecomunicacfes e sequenciamento
de DNA. (ARENALES et al. 2015, p. 250)

Segundo Goldbarg e Luna (2005, p. 331), “Modernamente, a primeira mengao
conhecida do problema é devida a Hassler Whitney em 1934 em um trabalho na
Princeton University”. O uso da teoria de grafos é fundamental para representar esse
tipo problema. Os nés representam o0s pontos visitados e as arestas 0s possiveis
trajetos para o viajante. Caso 0 viajante encontre um percurso que satisfaca as
condi¢cBes do problema, 0 mesmo sera chamado de ciclo hamiltoniano.

Este ciclo especial — que ja foi definido no primeiro capitulo — ganhou esse
nome em homenagem a Willian Rowan Hamilton. Em 1857 ele propés um jogo
composto por um dodecaedro, sendo que cada um de seus vértices representava
uma cidade relevante daquela época. Ele denominou o jogo de Around the World, e
o desafio que os jogadores enfrentavam era de encontrar uma trajetéria que
iniciasse e terminasse no mesmo no, passando por todos 0s outros somente uma

vez. A Figura 19 é uma representacao desse jogo.



31

Figura 19 — Grafo para o jogo de Hamilton

Fonte: Do autor, 2019

Encontram-se diversas situacdes praticas que tem relacdo com as condicdes
desse problema, podemos citar os problemas de sequenciamento de tarefas,
roteamento de entrega postal, manipulacédo de itens em estoque e outros. Em sua
obra, Goldbarg e Luna (2005) determinam trés caracteristicas importantes do PCV,

sdo elas:

I. Grande aplicacao pratica
[I.  Enorme relagdo com outros modelos

lll.  Grande dificuldade de solucéo exata.

Encontra-se na teoria de grafos alguns teoremas que apresentam as
condicBes necessarias para a existéncia de um ciclo hamiltoniano em um grafo,
entre eles destacamos o teorema de Dirac. Esse teorema diz que dado um grafo
G = (V,A) em que [V| >3 e d(i) = % para todo i € V, entdo G possui um ciclo
hamiltoniano. Para uma demonstracdo formal desse teorema recomendamos
(MELO, 2014). Também recomendamos (GOLDBARG, GOLDBARG, E. 2012) para

outros teoremas que indicam se existe um ciclo hamiltoniano em um grafo.
3.1.1 Técnicas e algoritmos para solucéo do problema
Analisaremos neste momento técnicas e algoritmos que podem gerar a

solucdo 6tima para o PCV. O termo “solucéo 6tima” € dado a melhor solugédo dentre

as possiveis. Neste caso, essa solucdo corresponde ao ciclo hamiltoniano de menor
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custo. Vamos considerar o caso mais comum do PCV, em que um grafo G = (V,A) é
completo, sendo V um conjunto de cidades e A o conjunto das estradas que as
conecta. Por ser completo, teremos uma estrada ligando qualquer par de cidades. O
objetivo do problema sera encontrar o ciclo hamiltoniano com a menor distancia
percorrida, ou seja, encontrar a rota mais curta que permite sair e retornar para a
mesma cidade, passando uma Unica vez pelas cidades intermediérias. A Figura 20
contém o grafo completo que sera analisado.

Figura 20 - Grafo completo e ponderado

A

Fonte: Do autor, 2019.

As cidades que devem ser Vvisitadas pelo caixeiro Vviajante estao
representadas pelos pontos A, B, C e D, ja 0s segmentos expressao as estradas que
conectam esses municipios. Este grafo aléem de completo é ponderado, pois foram
associados pesos as suas arestas, neste caso a distancia em quilémetros.

Considerando o ponto A como ponto de partida, uma das primeiras
estratégias é gerar todos os possiveis ciclos, calculando em seguida o custo de cada
um, possibilitando determinar o melhor caminho. Esse método é chamado de
enumeracao explicita ou método da enumeracado completa. Analisando o problema,
€ necessario calcular a distancia em todos os 3! ciclos possiveis que iniciam no
ponto A. A Tabela 1 apresenta esses ciclos e 0s respectivos custos de cada um.

Em um grafo completo, determinar o numero total de rotas que satisfazem ao
problema PCV consiste em calcular uma permutacdo sem repeticdo dos nds, ou
seja, € um problema de analise combinatoéria. Ja generalizando, se o conjunto V é
composto de n cidades, e fixando uma delas como origem da partida, entdo teremos

(n—1)! ciclos hamiltonianos. Mas desse total, metade correspondem aos ciclos
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inversos, que geralmente possuem 0 mesmo custo. Temos como exemplo os ciclos
inversoss A—-B-C-D-AeA-D-C-B- A J4emrelagcdo ao numero de

arestas, em um grafo completo cada n6 e vizinho dos demais, assim o total de

ligagBes do grafo é dada por ”(”2_1)

, que é o equivalente ao total de subconjunto de
dois elementos de V.

Tabela 1 - Ciclos hamiltonianos do grafo e seus custos

Ciclos Distancia Total
A—B—-C—-—D-—A|45+35+55+40 = 175km
A—B—-D-C—A |45+ 68+ 55+ 60 = 228km
A—D-B-C—A |40+ 68+ 38+ 60 = 206km
A—D—-C—-—B—-A|40+55+ 35+ 45 = 175km
A—C—-—B—-—D-—A |60+ 38+ 68+ 40 = 206km
A—C—D-B—A|60+55+68+ 45 = 228km

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019

Observando a tabela, podemos perceber que a solugdo O6tima para o
problema esta na primeira e quarta linha, onde o cicloA-B-C-D-AeA-D-C
— B — A produzem um trajeto com 175 km, o menor custo de todos. O problema de
se usar o0 método da enumeracado completa € que aumentando em poucas unidades
0 numero de cidades, as possibilidades de trajetos crescem ao ponto de inviabilizar
esse metodo.

Se aumentassemos mais cinco cidades nesse mesmo grafo completo,
teriamos que analisar as distancias dos 8! = 40.320 ciclos possiveis presentes no
grafo, o que tornaria esse método inviavel para este caso, mesmo usando um
computador para geracao das rotas. Em seu trabalho, Monteiro (2015) analisando
um problema anélogo, porém com 15 cidades, diz que:

Supondo (uma vez que cada computador pode ter um tempo de
processamento diferente) que tenhamos um computador que consiga fazer
1.000 analises a cada um milissegundo. Logo teriamos 1.307.674.368
milissegundos para resolver o problema. Isso corresponde a
aproximadamente 1.307.674 segundos, ou aproximadamente 21.794
minutos. Ou ainda 363 horas. Em numero de dias teriamos um problema
gue gastaria aproximadamente 15 dias para ser resolvido. O que significa

gue ndo é possivel encontrar uma solugcdo 6tima em um tempo habil.
(MONTEIRO, 2015, pag. 33).
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Para os casos que em que o numero de cidades inviabiliza a utilizacdo da
enumeracdo explicita, existem os meétodos heuristicos. Para Silvia (2014), esses
meétodos buscam solu¢bes em um tempo viavel, porem ndo garantem a melhor
solucdo para o problema. Segundo Goldbarg e Goldbarg, E. (2012), vérios
algoritmos foram criados para solucionar o problema do caixeiro viajante.

Um meétodo heuristico interessante e que pode ser aplicado manualmente
nesses problemas é chamado de heuristica gulosa ou método do vizinho mais
préximo. Partindo de um determinado né do grafo, o algoritmo consiste em analisar
e escolher dentre 0os nds restantes aquele mais préximo. Estando nesse segundo
vértice, escolhe-se novamente outro nd, aquele mais préximo ao segundo, levando
em conta que o vértice anterior ndo seja visitado novamente. O processo € repetido
até que todos os vértices tenham sido visitados e o ciclo hamiltoniano esteja
formado.

Tomando como exemplo o grafo da Figura 20, e partindo do vértice A, temos
trés opcbes de nos e devemos escolher o mais proximo, que neste caso € o D.
Analisando a partir dele, podemos ir para os nés C ou B. Devemos escolher o n6 C,
pois ele € o mais proximo (55 km). A Figura 21 mostra as duas primeiras iteracdes

utilizando esse algoritmo.

Figura 21 — Primeiros passos usando a heuristica gulosa

A

Passo 1: A-D
Passo2: D-C

Fonte: Do autor, 2019.

Estando no vértice C, a Unica opcao € ir para B — que € o vértice mais
préximo — e em seguida retornar para o vértice A. Para este caso, o0 método do
vizinho mais proximo determinou a solucdo 6tima para o problema, porém esse
algoritmo ndo garante sempre a melhor solucdo, podendo gerar solugdes ruins

guando comparadas com a Otima. Percebe-se que o processo desse algoritmo é



35

simples para se aplicar manualmente, por isso ele é importante nos grafos com
muitos nds, onde a enumeragdo completa é ineficiente.

Em seu trabalho, Souza (2014) descreve outro algoritmo que pode gerar uma
solucéo para esse problema, ele é chamado de algoritmo de Kruskal. Esse método
se baseia em escolhas sucessivas das arestas com o0 menor peso, porém duas

regras devem ser seguidas a cada iteracao:

i) Até que se encontre um ciclo hamiltoniano para o grafo, ndo € permitido formar

ciclos;

i) Entre as arestas j4 escolhidas, ndo pode haver trés delas incidentes em um

mesmo no.

A segunda regra desse processo € necessaria para garantir a formacao de
uma trajetoria sem repetir nenhum no, ja a primeira garante a passagem por todos
eles. Para compreender como esse algoritmo funciona vamos considerar um grafo
G = (V,A) completo e ponderado com cinco veértices. A Figura 22 corresponde a
representacdo geométrica desse grafo. Novamente, os vértices representam cidades
e as arestas estradas. O custo de cada estrada esta destacado ao lado dos

segmentos.

Figura 22 — Grafo para aplicacéo do algoritmo de Kruskal

C

Fonte: Do autor, 2019.
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Para aplicar o algoritmo, devemos imaginar o grafo sem nenhuma de suas
arestas. A partir dai, escolnemos e destacamos as arestas de menor custo,
obedecendo a todo o momento as condi¢Bes do algoritmo, até que ele construa a
rota desejada. Analisando o grafo da Figura 22, a primeira aresta escolhida deve
ser C-E, pois ela possui 0 menor custo (19 km) entre todas as outras.

Figura 23 — Primeira aresta escolhida segundo o algoritmo

A
)
28.4 453
’ 43,6 40
De o1 eB
32 27
E
19 40,2
38,4
C

Fonte: Do autor, 2019.

Apés a primeira escolha, as duas arestas que devem ser escolhidas em
seguida sdo E-B e D-A, nesta ordem, pois sdo a de menor custo dentre todas as
restantes. A Figura 24 apresenta as trés primeiras escolhas que devem ser feitas
segundo o algoritmo, elas sédo validas porque as condi¢Ges impostas pelo método

nao foram desobedecidas.

Figura 24 — As trés primeiras escolhas segundo o algoritmo de Kruskal
A

28,4

27

Cc

Fonte: Do autor, 2019.



37

Neste momento devemos ficar atentos, pois a menor aresta das restantes é D-
E (32 km), mas ao escolhé-la estariamos contrariando a segunda regra (um né com
trés arestas incidentes), pois o vértice E tera trés arestas incidentes. Logo, devemos
descartar essa escolha e tomar a aresta D-C (38,4 km), que é a menor depois de D-
E. A Figura 25 apresenta a escolha indevida da aresta D-E, j& a Figura 26 mostra a

escolha correta.

Figura 25 — Aresta que néo deve ser escolhida
A

28,4 Escolha incorreta

32 27

C
Fonte: Do autor, 2019.

Figura 26 — Quarta aresta segundo o algoritmo
A

Fonte: Do autor, 2019.

A quinta e ultima escolha das arestas deve ser B-A (45,3 km), formando entéao

o ciclo hamiltoniano A-D-C-E-B-A de custo total igual a 158,1 km. Havia outras
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escolhas de menor custo que B-A, mas todas elas iriam contra alguma das regras do
algoritmo, por isso foram descartadas. Este ciclo encontrado ndo é a solugéo 6tima
para o problema, pois através da enumeracdo completa encontrariamos o0s
caminhos A-E-B-C-D-A ou A-D-C-B-E-A (inverso) com um custo menor e equivalente
a 154 km.

Figura 27 — Solug&o encontrada pelo algoritmo de Kruskal
A

C
Fonte: Do autor, 2019.

3.2 O PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES

Apresentaremos agora outro problema classico abordado pela teoria de
grafos, chamado de Problema do Carteiro Chinés (PCC). O problema recebeu esse
nome devido ao seu criador, um matematico chinés chamado Guan, que o prop0s
no inicio da década de 60, durante a revolucao cultural chinesa. Segundo Arenales
et al. (2015),

Guan anunciou este problema da seguinte maneira: Um carteiro tem de
cobrir seu segmento designado antes de retornar ao posto de correio. O

problema é encontrar o caminho mais curto para o carteiro. (ARENALES et
al., 2015, p. 257).

E um problema definido em grafos orientados ou néo, e pertencente a classe
dos problemas de roteamento em arcos. Podemos encontrar outros contextos e
situacbes que tem relacdo com o problema do carteiro chinés: na coleta de lixo,
patrulhamento de ruas, processamento de produtos, logistica de entregas e outros.

Para o grafo que representar esse problema, o objetivo é encontrar o percurso de
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custo minimo que inicie e termine no mesmo Vvértice, passando no minimo uma vez
por todas as arestas.

Considerando um grafo ¢ = (V,A) conexo, analisaremos inicialmente o caso
particular desse problema, que consiste na passagem por todas as arestas uma
Unica vez. Quando isso € possivel, dizemos que o grafo possui um ciclo euleriano.
Neste caso, todos esses ciclos especiais encontrados tem o mesmo custo, afinal
passam por todas as arestas uma Unica vez, constituindo a solugéo 6tima para o
problema.

Segundo Arenales et al. (2005), o primeiro resultado importante da teoria de
grafos que tem relagdo com este problema foi proposto por Euler em 1736, enquanto
investigava o problema das pontes de Konigsberg. Euler provou que ndo havia
solugédo para o problema e foi mais além, demonstrou as condi¢des necessarias
para que tal ciclo seja encontrado em um grafo conexo. Sua demonstragdo mostrou
gue um ciclo euleriano podera ser encontrado em grafos conexos se, e somente se,
0 numero de arestas incidentes em cada vértice é par, ou seja, todo no tem grau par.

A ideia de que todo né deve ter grau par justifica-se no fato de que um no6 que
aparece n vezes no ciclo euclidiano, contera 2n arestas incidentes (n entradas e n
saidas). Para uma demonstracdo formal desse teorema recomendamos (MELO,

2014). Na Figura 28 podemos ver um grafo que satisfaz a essas condi¢oes.

Figura 28 — Grafo com apenas vértices de grau par

1

Fonte: Do autor, 2019.
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Tomando como exemplo o vértice 1, podemos determinar o0s ciclos
eulerianos: b, e, f, g, c,d, h,aoua,c,d, h,qg, f, e, b. Considerando agora o vértice 5,
podemos determinar as solugdes f, g, ¢, d, h, a, b, e ou e, d, ¢, a, b, h, g, f. Nao
foram associadas medidas as arestas do grafo, mas todas as solugdes
determinadas apresentam o mesmo custo, calculado a partir da soma dos custos de
cada aresta. Se retirassemos qualquer aresta desse grafo ndo seria mais possivel
encontrar um ciclo euleriano.

Quando um grafo apresenta um vértice de grau impar, impedindo assim a
determinacao de um ciclo euleriano, o problema do carteiro viajante corresponde a
determinacdo da rota de menor custo que passe no minimo uma vez em cada uma
das arestas do grafo. Arenales et al. (2015) explica que Guan analisando esse caso,
percebeu que adicionando arestas com 0 mesmo custo aos nos de grau impar,
transformava todos os n0s em grau par, possibilitando encontrar um ciclo euleriano.
Assim, Arenales et al. (2015, p. 257) conclui que para este caso, “O problema do
carteiro chinés consiste em determinar quais arestas devem ser duplicadas de forma
a obter um ciclo euleriano de custo minimo”.

Para compreender melhor esse processo, consideremos um grafo semelhante
ao da Figura 28, porém excluiremos a aresta h para que nao seja possivel a
determinacdo de um ciclo euleriano, afinal os vértices 2 e 4 terdo grau impar. A
Figura 29 apresenta este grafo.

Figura 29 — Grafo com nds de grau impar
1

a
2
d
6
C
f b
5 3
e d
4

Fonte: Do autor, 2019.
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Pode-se observar que é possivel encontrar cadeias que atravessam por todas
as arestas do grafo uma uUnica vez, séo elas: a, b, e, f,g,c,doud,c, a, b, e, f, g. Na
primeira, a rota tem o veértice 2 como saida e o vérice 4 como chegada. Ja no
segundo trajeto construido acontece o contrario. Ambos 0s percursos tem o mesmo
custo, porém nao sdo solucdes para o problema do carteiro chinés porque a rota ndo
inicia e termina no mesmo noé. Esse caminho € possivel gracas a um teorema da
teoria de grafos que afirma que se um grafo conexo tem exatamente dois vértices v,
e v,, ambos com grau impar, entdo existe um caminho entre v, e v,. A ideia para
demonstracdo dessa propriedade € imaginar uma aresta que conecta v, a v,. Com
iss0o, 0 grau desses vértices passa a ser par e um ciclo euleriano pode ser formado.
Assim, basta criar um ciclo que saia de um deles e que o penultimo vértice a ser
visitado corresponde ao outro.

Analisaremos agora algumas arestas que podem ser replicadas para
determinac&o de alguma solucdo. E importante dizer que as arestas ndo podem ser
replicadas em qualquer par de vértices ou ter um custo diferente das ja observadas
no grafo. Assim, as arestas criadas sO poderédo ser adicionadas em vértices que ja
estao relacionadas, replicando o mesmo custo observado na relagcéo entre eles.

Esse processo nédo tem o objetivo de criar novas arestas e consequentemente
mudar a estrutura do grafo, elas servirdo para determinar quais arestas serao
repetidas durante o percurso. Na Figura 30, foram replicadas as arestas c e d,
equivalentes a respectivamente, ¢’ e d’. Neste grafo ndo foram associados custos as
arestas, porém as arestas replicadas devem ter a mesma medida (custo) em relagéo

as suas originais.
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Figura 30 — Grafo com arestas replicadas

1

Fonte: Do autor, 2019.

Neste momento o grafo atende as condi¢des demonstradas por Euler, afinal
todos os nés tem grau par, assim é possivel encontrar um ciclo euleriano. Partindo
do vértice 1, temos o seguinte percurso: a, ¢, d, e, f, g, ¢’, d’, b. Lembrando que ¢’ e
d’ ndo sdo “novas arestas”, elas apenas nos dizem que as arestas ¢ e d foram
repetidas durante o trajeto. A rota apresentada ndo é a solugcdo Otima para o
problema, afinal ndo foram associados custos as arestas. Esse exemplo apenas
mostra como funciona esse processo. A cada conjunto de arestas replicadas obtém-
se um ciclo euleriano diferente, assim a solucdo 6tima para o problema corresponde
ao ciclo especial com 0 menor custo.
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4 ROTEIRO DE AULA

O inicio desse capitulo serd dedicado a discussao sobre o papel do professor
durante as aulas de modelagem matemética na escola. Em seguida serédo
apresentadas atividades adaptadas para alunos do 8° ano do ensino fundamental,
abordando conceitos da teoria de grafos e alguns de seus problemas mais comuns.
As atividades foram criadas observando-se as competéncias especificas da
matematica na formacdo do aluno, além de habilidades que devem ser
desenvolvidas no ensino fundamental. No apéndice desse trabalho encontram-se os

planos de aula relativos a cada uma dessas atividades.

4.1 MODELAGEM MATEMATICA E O PAPEL DO PROFESSOR

Entre os dez objetivos do ensino fundamental presentes nos Parametros
Curriculares Nacionais de Matematica (PCN — Matematica), destaca-se:

Questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los,

utilizando para isso o pensamento légico, a criatividade, a intuicdo, a

capacidade de andlise critica, selecionando procedimentos e verificando
sua adequacao. (PCN — Matematica, 1997, p. 6).

Para alcancar esses objetivos, o curriculo de matematica e as praticas
pedagodgicas sao discutidos e alterados frequentemente, buscando promover
melhorias no ensino. Este trabalho propbe a inclusdo do conceito de grafo no
curriculo dos alunos, onde através de atividades adaptadas, eles possam utiliza-lo
na representacao e solucdo de problemas.

As atividades propostas nesse trabalho visam inserir o aluno em um contexto
de modelagem matematica, onde os grafos serdo uma importante ferramenta na
analise dos problemas. Para Almeida, Silva e Vertuan (2013),

Uma atividade de modelagem matematica, nesse contexto, envolve fases
relativas ao conjunto de procedimentos necessarios para configuracao,
estruturagdo e resolucdo de uma situacdo-problema as quais

caracterizamos como: inteiracdo, matematizacdo, resolucdo, interpretacao
dos resultados e validagdo. (ALMEIDA; SILVA; VERTUAN, 2013, p.15).

Na primeira etapa deste processo, a inteiracdo, o aluno deve inteirar-se sobre
0 problema, compreendendo seu contexto e reunindo as informacdes que acha

relevante (dados quantitativos e qualitativos). J& na fase de matematizacéo, buscara
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meios de transformar a linguagem natural do problema em uma linguagem
matematica, relacionando as caracteristicas do problema com conceitos, técnicas ou
procedimentos matematicos que conhece.

Durante a resolucdo, é nesta fase que o aluno construirdA o modelo
matematico que julga ser coerente com o problema abordado, sendo a base desse
modelo 0s conceitos reunidos na fase anterior. Munidos dos resultados
apresentados pelo modelo, entramos na Ultima fase desse processo, onde 0s
resultados obtidos serdo analisados e validados. A validacdo corresponde a
comparacao entre os resultados obtidos e as informacdes iniciais do problema,
verificando entdo a capacidade do modelo em representa-lo.

Atualmente discute-se muito sobre o papel do professor durante atividades de
modelagem matematica em sala de aula. Por se tratar de uma situacédo que envolve
investigacdo, andlise e criatividade por parte do aluno, o professor ndo pode
simplesmente entregar as respostas a todos 0s questionamentos dos estudantes.

Sobre o papel do professor, 0 PCN — Matematica diz que,

Outra de suas funcdes é como mediador, ao promover a confrontacdo das
propostas dos alunos, ao disciplinar as condi¢des em que cada aluno pode
intervir para expor sua solucdo, questionar, contestar. Neste papel, o
professor é responsavel por arrolar os procedimentos empregados e as
diferencas encontradas, promover o debate sobre resultados e métodos,
orientar as reformulacdes e valorizar as solu¢cdes mais adequadas. (PCN —
Matematica, 1997, p. 31).

Sob essa perspectiva, o professor deve atuar em conjunto com o aluno para
gue ele seja o protagonista das suas solu¢des, apontando caminhos que podem ser
adotados e questionando os resultados ja alcancados. Para Almeida, Silva e Vertuan
(2013), a postura do professor durante as atividades de modelagem matematica
deve ser como orientador. Dessa forma, afirmam que:

[...] @) orientar é indicar caminhos, é fazer perguntas, é ndo aceitar o que
nao esta bom, e sugerir procedimentos; b) orientar ndo é dar respostas
prontas e acabadas, orientar n&o € sinalizar que “vale tudo”; c) orientar ndo

€ esperar que o aluno simplesmente siga exemplos [...]. (ALMEIDA; SILVA;
VERTUAN, 2013, p.24).

4.2 PROPOSTAS DE ATIVIDADES E RECOMENDAGCOES

Nesse trabalho s&o propostas cinco atividades relacionadas a teoria de
grafos. Essas atividades foram elaboradas com foco nos alunos do 8° ano do ensino

fundamental. O objetivo das atividades é apresentar uma nova ferramenta (grafos)
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na resolucdo de problemas, além de desenvolver e consolidar habilidades dessa
etapa do ensino. Sabe-se que a resolugdo de problemas é um recurso importante no
ensino da mateméatica, mas que deve ser analisado e discutido com cautela.
Segundo o PCN — matematica, “os problemas estdo se distanciando cada vez mais
da sua fungcdo no ensino, sendo utilizados apenas como forma de aplicacdo de
conhecimentos adquiridos durante as aulas”. (PCN — Matematica, 1997, p. 28).
Durante a construcdo das atividades, houve a preocupacdo de seguir algumas
recomendagdes dos Parametros Curriculares Nacionais (1997), que lista alguns
principios a serem seguidos, dentre eles:

O ponto de partida da atividade matematica ndo é a definicdo, mas o

problema. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e

métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploracdo de

problemas, ou seja, de situacdes em que os alunos precisem desenvolver
algum tipo de estratégia para resolvé-las;

A resolucdo de problemas ndo € uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apreender
conceitos, procedimentos e atitudes matematicas. (PCN — Matematica,
1997, p.32).

A primeira atividade proposta € denominada “Construindo um mapa” e ela
traz um problema relacionado & construcdo de um mapa. E dado aos alunos um
conjunto de cidades e um conjunto de estradas distintas que as conectam. E
importante que o conjunto de estradas ndo represente, pelo menos nesse primeiro
momento, as estradas reais entre as cidades. A seguir, a atividade pode ser

visualizada.

ATIVIDADE 1 — Construindo um mapa

Problema Proposto

Os municipios de Franca (SP), Batatais (SP), Sdo Tomas de Aquino (MG), Séo
Sebastido do Paraiso (MG), Cassia (MG) e Patrocinio Paulista (SP) séo cidades proximas
uma da outra e que possuem estradas que as conectam. Use as informacdes a seguir para

construir um mapa que represente as cidades mencionadas e os caminhos entre elas.

= Ha duas estradas de Franca para Batatais
= Ha duas estradas de Franca para Patrocinio Paulista
» Hé& uma estrada de Batatais para Patrocinio Paulista

» H& uma estrada de Patrocinio Paulista para Sdo Toméas de Aquino
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» H& uma estrada de Franca para Cassia

» H& duas estradas de Batatais para Sao Sebastido do Paraiso

» Hé& uma estrada de Céassia para Sdo Sebastiao do Paraiso

» Hé& uma estrada de Sao Tomas de Aquino para S&o Sebastido do Paraiso
= Todas as estradas mencionadas acima sao distintas uma da outra.

O professor ndo deve comentar ou explicar nada previamente sobre a teoria
dos grafos, apenas solicitar aos alunos que usem sua prOpria criatividade na
construcdo desse mapa. O objetivo é desenvolver algum tipo de representacao para
as cidades e as estradas mencionadas no problema, levando em conta o nimero
exato de caminhos especificados. Na sua aplicacdo, o professor deve atuar apenas
como um mediador, deixando os alunos a vontade para escolher os elementos
presentes no mapa.

E importante que o professor expligue aos alunos que as estradas
construidas ndo podem se interceptar em qualquer ponto, deixando claro que elas
s6 se conectam nas cidades. O motivo dessa observacdo € que se espera que 0S
grupos se preocupem em analisar as posi¢cdes das cidades no mapa. Por estar
trabalhando em conjunto na busca de uma solucdo, o oitavo objetivo das
competéncias especificas de matematica esta sendo trabalhado:

Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente
no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a
guestionamentos e na busca de solu¢des para problemas, de modo a
identificar aspectos consensuais ou ndo na discussdo de uma determinada

questado, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com
eles. (BNCC, 2017, p. 265).

Ao final da atividade é importante que o professor promova uma discussao
dos resultados apresentados pelos alunos. E importante que os grupos apresentem
suas ideias para os demais. Para finalizacdo dessa tarefa, o professor pode preparar
uma aula expositiva para resolver o mesmo problema, mas agora usando os grafos
para modelagem. Dessa forma os alunos podem constatar a simplicidade e
eficiéncia dessa estrutura. Nesta aula, pode-se também apresentar outros grafos e
definir os conceitos de vértice, aresta, caminho, cadeia, ciclo, grau de um vértice e o
for necessario para as atividades que serdo trabalhadas. Em seguida, o professor
pode comparar os grafos aos mapas que foram criados, a fim de determinar os

grupos que usaram a representacdo geométrica da teoria mesmo sem conhecé-la.
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Espera-se que a atividade seja concluida em uma aula de 50 minutos, além de mais
uma aula para comparacéo dos resultados e apresentacéo do conceito de grafo.

A segunda atividade proposta foi planejada para ser uma continuidade da
primeira, portanto, os alunos construirdo um novo mapa fazendo o uso dos grafos e
atribuindo custos as suas arestas. O professor utilizar4 o recurso do computador e
da internet para ensinar os alunos como usar a ferramenta online Google Maps. E
importante que sejam mantidos os grupos. A atividade proposta pode ser visualizada

a sequir.

ATIVIDADE 2 — Um mapa real

Problema Proposto

Utilizando algum software no computador ou celular, construa um grafo que
represente de maneira real as cidades e estradas da ATIVIDADE 1 (j& realizada).
Represente também os comprimentos das estradas na unidade de medida km. Apés a

construcao desse mapa, responda as perguntas:

A - Liste algumas rotas de Franca (SP) a Batatais (SP) e a distancia de cada um desses

trajetos. Determine qual o melhor e o pior caminho entre as rotas determinadas.

B - Liste algumas rotas de Franca (SP) a S&o Sebastido do Paraiso (MG) e a distancia de

cada um desses trajetos. Determine o melhor e o pior caminho entre as rotas determinadas.

C - Existe alguma rota saindo de Franca que passe por todas as outras cidades somente
uma vez e retorne para a cidade da partida? Se sim, liste os caminhos que vocé encontrou e

determine aquele com a menor distancia.

O objetivo é construir um novo mapa, usando agora a representacao
geométrica dos grafos. Pesos e rotulos serdo atribuidos aos elementos do grafo,
promovendo a criacdo de um grafo rotulado e ponderado. Através do aplicativo
Google Maps, espera-se que os alunos visualizem as estradas reais entre as
cidades e determinem seus custos, ou seja, a distancia de cada estrada. Apos o
grafo ser finalizado, trés itens devem ser respondidos. Os dois primeiros consistem
em uma tarefa simples de determinar rotas entre dois pontos do grafo, analisando o
custo total (distancia) de cada rota. E importante que uma tabela seja disponibilizada

para que os alunos possam construir esses trajetos.
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O item c destaca-se por caracterizar-se como o problema do caixeiro viajante,
e para soluciona-lo, deverdo encontrar o ciclo hamiltoniano de menor custo para o
grafo. O uso do termo ciclo hamiltoniano ndo € importante nesse momento, 0
professor apenas deve deixar claro aos alunos as condi¢Oes para solucdo desse
item. Espera-se que o0s alunos encontrem ciclos usando a estratégia do método da
enumeracdo completa, ou seja, determinar empiricamente rotas que satisfacam as
condicdes do item, escolhendo no final aquela de menor custo. Espera-se que a
atividade seja concluida em suas aulas de 50 minutos.
A atividade foi pensada seguindo as orientacdes do PCN — matematica, que
diz:
O computador pode ser usado como elemento de apoio para o ensino
(banco de dados, elementos visuais), mas também como fonte de
aprendizagem e como ferramenta para o desenvolvimento de habilidades. O
trabalho com o computador pode ensinar o aluno a aprender com seus

erros e a aprender junto com seus colegas, trocando suas producdes e
comparando-as.” (PCN - Matemética, 1997, p. 35).

Espera-se que os alunos compreendam a importancia do computador e seus
softwares para obtencdo de informacédo, assim como sua utilidade na solucéo de
problemas do dia a dia. O fato de os alunos estarem usando o computador para
solucédo de um problema implica no desenvolvimento do seguinte objetivo:

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de

outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados. (BNCC,
2017, p. 267).

A terceira atividade, denominada os “amigos de um grupo”, apresenta um
grafo ja pronto, expressando as pessoas de uma determinada rua e a relacao de
amizade entre elas. O objetivo inicial € analisar o grafo, identificar a relacdo entre
seus elementos e extrair informagdes que possam responder as perguntas dos itens.
Espera-se que os alunos identifiquem a relacdo entre os elementos do grafo e os
dados do problema, percebendo que 0s nds representam as pessoas, e as arestas a
relacdo de amizade entre elas. Depois que 0s grupos compreenderem a atividade, é
importante que o professor chame a atencdo dos alunos para a flexibilidade dos
grafos em representar situacdes de diferentes contextos, ndo limitada apenas a

mapas. A atividade pode ser analisada logo a seguir:
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ATIVIDADE 3 — Os amigos de um grupo

Problema Proposto

Os moradores de uma rua decidiram criar um grupo de whatsApp para se comunicar
e avisar qualquer suspeita de furto. As pessoas que formam o grupo séo: Maria, Carlos,
Jodo, Vitor, Antbnio, Flavio e Glauco. O administrador do grupo construiu um grafo para

representar as pessoas que se conhecem.

A — Quem é o administrador desse grupo, sabendo que ele conhece todos os moradores da

rua?

B — Existe alguma pessoa que conhece apenas uma do grupo? Depois do administrador,

guem conhece mais pessoas?

C — Construa uma tabela para representar o grafo do administrador.

Os dois itens iniciais constituem uma tarefa simples, pois observando o0s
elementos do grafo € possivel respondé-los. Por ultimo, terdo que construir uma
tabela que represente o grafo do administrador do grupo. O professor deve propor
aos grupos uma analise de como a tabela pode ser construida, questionando quais
os elementos que devem ser distribuidos nas linhas e colunas. Espera-se que 0s
alunos distribuam as pessoas do grafo pelas linhas e colunas da tabela. Ela deve ser
preenchida de acordo com a notacédo escolhida pelo grupo, e ao final da atividade,
terdo desenvolvido uma representacdo que lembra a matriz de adjacéncia de um

grafo. Espera-se que a atividade seja concluida em uma aula de 50 minutos.
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A quarta atividade trabalha especificamente com o problema do caixeiro
viajante. Nela, um professor necessita visitar trés estabelecimentos comercias antes
de retornar a sua casa. A atividade é composta por trés itens correlacionados, ou
seja, a solucdo de um deles passa pela solucdo dos anteriores. Ela foi planejada
seguindo uma orientagdo do Curriculo Referéncia de Minas Gerais (2019), que diz:

E essencial que a Matematica, no Ensino Fundamental, garanta aos alunos
a capacidade de relacionar objetos empiricos do mundo real com suas
representacbes em tabelas, figuras e esquemas, de maneira a associar
essas representacfes a conceitos e propriedades matematicas que levem a
inducdes e conjecturas. (Curriculo Referéncia de Minas Gerais, 2019, p.
650).

ATIVIDADE 4 — A tarefa de Marcos

Problema Proposto

Marcos é professor e possui as sextas-feiras como seu dia de folga. E justamente
nesses dias que ele deixa pra fazer certas atividades, como ir ao supermercado, pagar
contas ou comprar algum tipo de produto. Hoje é sexta, e ele necessita ir ao supermercado,
a lotérica e a farmacia, para s6 depois retornar para casa. Sabe-se que a distancia de sua
casa até esses estabelecimentos é de respectivamente 4,2 km, 3,7 km e 4,7 km. Por um
aplicativo no celular, Marcos analisou a distancia entre os lugares que deve visitar e fez a

seguinte anotacao:

| — Supermercado até a Lotérica: 5 km
Il — Lotérica até a Farmacia: 5,1 km

Il — Farmacia até o Supermercado: 4,8 km

A) Construa um grafo que represente a casa, os destinos de Marcos e a distancia entre

esses pontos.

B) Usando o principio multiplicativo, determine o total de trajetos possiveis que ele pode

optar. Faca uma lista com todas essas possibilidades.

C) Ajude Marcos a encontrar a melhor rota para cumprir seus objetivos e percorrer a
menor distancia possivel. Faga uma lista, da melhor rota até a pior, usando a distancia

como critério de classificagdo.
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O obijetivo inicial € fazer os alunos interpretarem o problema construindo um
grafo para visualizar a situagdo descrita no enunciado. Este grafo deve conter as
distancias especificadas no texto. Depois de construido, € importante que o
professor chame atencdo para as caracteristicas desse grafo, pois nele ha uma
aresta ligando qualquer par de estabelecimentos, ou seja, € completo. Com o grafo
pronto, os alunos devem determinar o nimero maximo de caminhos que satisfazem
as condi¢des do problema.

Espera-se que o0s alunos apliquem com éxito o principio multiplicativo,
calculando assim o total de trajetos que podem ser construidos. E importante que o
professor chame atencdo dos alunos para o fato de que sO é possivel usar o
principio multiplicativo para os grafos completos. Com esse nimero em maos,
deveréo listar explicitamente as possiveis rotas. Espera-se que os alunos notem que
algumas rotas tem relagdo com outras, sendo uma o caminho inverso da outra e
ambas com o mesmo custo. Por dltimo, com os trajetos ja listados, os alunos
deverdo analisar o custo de cada um, somando as distancias a serem percorridas
durante o deslocamento do professor, classificando ao final da atividade o melhor e
0 pior caminho. Durante a determinacdo dos custos, os alunos estarédo trabalhando
nameros racionais. Espera-se que a atividade seja concluida em uma aula de 50
minutos.

Em outra aula, também de 50 minutos, o professor pode chamar a atencéo
dos alunos para o fato de ser um problema simples e de facil enumeracdo dos
casos. Porém, quando esse numero de veértices aumenta o método usado por eles
nao sera mais eficiente. Dessa forma, o professor pode ensinar o algoritmo do
vizinho mais proximo ao ainda o algoritmo de Kruskal, mostrando a eles que sé&o
processos que sO devem ser usados em grafos completos e que as solucdes
apresentadas por eles ndo sdo necessariamente as melhores.

A Ultima atividade criada esta relacionada com o problema do carteiro chinés.
Sao disponibilizados trés grafos para serem analisados pelos alunos, cada um
representa um arquipélago de ilhas e um conjunto de rotas entre elas, imaginadas

por uma pessoa gue esta visitando o lugar. A atividade pode ser analisada a seguir:
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ATIVIDADE 5 — Caminhos entre as ilhas
Problema Proposto
Em suas férias, Leticia viajou para o exterior para conhecer um conjunto de ilhas muito

famosa, composta por quatro ilhas proximas uma da outra. Utilizando o mapa dessa regiao,

Leticia imaginou alguns caminhos entre essas ilhas e construiu os seguintes grafos:

G1 | G2 | G3
I I

A I A : A
[ I
[ I
| I
| [
| I
|

B C,B c,B c

I I
I I
I I
| I
I I

D ! D | D
1 1

A) Em quais dos grafos construidos por Leticia é possivel encontrar uma rota que passe
por todas as arestas (caminhos) do grafo, sem repetir nenhuma delas? Fique atento,

pois é permitido passar por uma ilha mais de uma vez.

B) Utilize uma tabela para comparar os grafos G1, G2 e G3. O que vocé observa em

relacdo ao numero de arestas por vértice (pontos do grafo)?

C) Faca uma conjectura (regra) sobre quando é possivel passar por todas as arestas de um

grafo (sem repeti-las), ou seja, quais as condi¢gfes para que esse tipo de passeio exista.

No primeiro item, os alunos devem analisar cada um dos grafos e buscar
possiveis rotas que passem por todas as arestas, ou seja, vao determinar cadeias
de arestas ou ciclos eulerianos, caso existam. Espera-se que os alunos percebam
gue apenas nos grafos G1 e G2 é possivel realizar essa tarefa, e ainda, que apenas
no grafo G1 podemos passar em todas as arestas, retornando ao final ao vértice de

partida.
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O objetivo do segundo item é promover uma andlise do numero de arestas
por vértice em cada grafo, observando a caracteristica desses numeros. Espera-se
gue 0s grupos construam uma tabela que contenha essas informagdes. Depois de
pronta, os alunos devem analisa-la, percebendo a relacdo entre os numeros pares
ou impares dos veértices com os grafos em que houve solugdo no primeiro item.

Através das observacgles feitas na tabela, espera-se que os alunos criem
uma conjectura sobre quando é possivel passar por todas as arestas do grafo, sem
repetir nenhuma delas, retornando ou ndo ao mesmo ponto de partida. Espera-se
gue a atividade seja concluida em uma aula de 50 minutos. Essa atividade trabalha
dois objetivos importantes da matematica para ensino fundamental:

Comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e
apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas,

fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relacbes entre ela e
diferentes representacdes matematicas. (PCN — matematica, 1997, p. 37).

Enfrentar situagGes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situagfes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusdes, utilizando diferentes
registros e linguagens (gréficos, tabelas, além de texto escrito na lingua
materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas,
e dados). (BNCC, 2017, p.256).

Essas foram as atividades criadas para se trabalhar conceitos da teoria de
grafos com alunos do 8° ano do ensino fundamental. Os resultados apresentados
nessas atividades e os acontecimentos durante as aulas serdo tratados no préximo

capitulo.
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5 RESULTADOS

Todas as atividades propostas por este trabalho foram aplicadas a duas
turmas do 8° ano do ensino fundamental. Neste capitulo apresentaremos o0s
resultados obtidos por esses alunos durante as solugbes dos problemas. Vale
ressaltar que a maioria das recomendacbes feitas no capitulo anterior foram
seguidas pelo professor responsavel pelas salas. Serdo relatados os principais
acontecimentos durante a resolucao das atividades.

5.1 PERFIS DAS SALAS

S840 Sebastido do Paraiso &€ uma cidade mineira fundada em 1821 e
composta por aproximadamente 70.000 habitantes. Ha varias escolas estaduais,
entre elas a E.E Coronel José Candido, onde foram aplicadas as atividades desse
trabalho para duas turmas do 8° ano do ensino fundamental. A sala 82A é formada
por 25 alunos, dos quais 68% possuem média na disciplina de matematica.

Ja o 82B é uma sala menos numerosa, formada apenas por 20 alunos, dos
guais aproximadamente 60% possuem meédia na disciplina de matematica. O autor
desse trabalho € o professor responsavel pelo ensino de matematica nas duas salas

descritas.

5.2 DESEMPRENHO DOS ALUNOS E RESULTADOS DOS TRABALHOS

Apresentaremos agora o0s resultados alcancados pelos alunos durante as
solucdes das atividades propostas em sala de aula. Durante o processo de
investigacdo e solucdo dos problemas ndo houve nenhum episddio que pudesse
atrapalhar o andamento dos trabalhos. Algumas soluc¢des entregues pelos alunos ao

final das aulas estdo disponiveis nesse trabalho.

Construindo um mapa

No geral, os alunos tiveram um desempenho satisfatério nesta atividade, pois

todos os grupos formados entregaram uma solugédo para o problema. As cidades
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trazidas pelo problema ficam proximas ao municipio que os alunos residem, assim
boa parte das turmas ja conheciam esses lugares. Houve muitas variacfes de
representacdes para as cidades e as estradas mencionadas no problema. Para as
cidades, os grupos variaram entre casas normais, pontos, simbolos e outros. Ja para
as estradas, utilizaram retas, outros tipos de curvas e até desenhos normais. A

seguir podemos ver algumas solugdes propostas:

Figura 31 — Solucgé&o proposta por um dos grupos

FRAVER

7

J Cagsa

S , Batatag

\
PAroci mo
{riLeT A

w coD R o
— - HR0 IBLAST WD
IR0

-

Fonte: Dos alunos, 2019.



Figura 32 — Solucao proposta por outro grupo
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Figura 33 — Solugdo com diferentes elementos
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Fonte: Dos alunos, 2019.

Figura 34 — Solucdo em que as arestas sdo representadas por pontilhados

Fonte: Dos alunos, 2019.
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O professor acompanhou todos 0s grupos e percebeu que alguns cometeram
0 erro de representar a mais ou a menos, 0 numero de estradas totais que o
problema propos. Com excecéo disso, 0s alunos néo tiveram problemas em criar
uma simbologia propria para o mapa. Percebe-se que alguns grupos mesmo nao
conhecendo a representacdo padrao dos grafos a utilizou em sua solucdo. Os
alunos utilizardo exatamente uma aula para completar a tarefa. Na aula seguinte os
grupos apresentaram suas solucdes para os demais alunos e, em seguida, o
professor resolveu o0 mesmo problema apresentando o conceito de grafo aos alunos.
Nesta aula foram apresentados outros exemplos de grafos e eles foram usados para
definir os conceitos de vértice, aresta, grau de um vértice, caminhos, cadeia e ciclo.
Aproximadamente 85% dos grupos entregaram resultados satisfatorios, os restantes
entregaram seus trabalhos faltando elementos ou simplesmente n&o fizeram as

correcOes indicadas pelo professor.

Il. Um mapa real

Para realizacdo desta tarefa, o professor havia previamente utilizado uma
aula para discutir os resultados alcancados na atividade anterior, apresentando de
forma expositiva o conceito de grafo e sua importancia. Logo, no momento da
aplicacdo dessa segunda tarefa os alunos ja estavam familiarizados com os grafos.
Com a ajuda do software Google Maps eles tiveram acesso a uma vista panoramica
das cidades da primeira atividade, o que possibilitou determinar ndo s6 o nimero
real de estradas entre elas, mas também a distancia total desses caminhos.

Alguns alunos ja conheciam a ferramenta e sabiam como calcular distancias
por ela, mas grande parte ndo conhecia ou ndo sabia utliza-la. O professor
disponibilizou seu proprio computador para que os alunos pudessem utilizar o
Google Maps na sala. Outros grupos preferiram usar o aplicativo pelo celular. A sala
de recurso da escola possui computadores, mas o espaco fisico e as condi¢cdes das
maquinas impediram que a atividade fosse realizada nesse ambiente.

Muitos grupos conseguiram construir 0 novo mapa, ja utiizando a
representacdo geométrica de um grafo, além de atribuir rétulos aos nés e pesos as
arestas. O professor solicitou que atribuissem nomes as estradas, pois isso ajudaria
no momento de determinar rotas entre as cidades. As figuras a seguir apresentam

as solucdes de alguns grupos.



Figura 35 — Grafo ponderado e rotulado construido por um dos grupos
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Figura 36 — Outra solugéo proposta
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Figura 37 — Outro grafo proposto por um dos grupos de trabalho
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Observa-se que os grupos utilizaram a posicdo das cidades observadas no
aplicativo. Ja com o grafo pronto, partiram para solucionar os itens da atividade,
cada uma com um propdsito. Como os dois primeiros itens pediam para que 0S
alunos construissem caminhos entre duas determinadas cidades, os alunos nao
tiveram dificuldades em respondé-la. Houve algumas perguntas sobre o
preenchimento correto da tabela e o nidmero minimo de rotas que deveriam ser

embocadas em cada item. Durante o calculo das somas das distancias, alguns



61

grupos cometeram erros, porém o professor pediu que todos conferissem seus
resultados, a fim de detectar os problemas e corrigi-los.

No ultimo item (relacionado ao problema do caixeiro viajante) alguns grupos
determinaram rotas que passaram por uma cidade intermediaria mais de uma vez.
Assim o professor analisou as rotas que cada grupo prop0s e indicou 0s erros
encontrados. A atividade foi finalizada em aproximadamente duas aulas e meia,
porém alguns grupos conseguiram conclui-la em duas aulas. O tempo extra justifica-
se no fato de um anico computador estar a disposicao dos alunos. Estima-se que
78% dos grupos entregaram resultados satisfatérios, os restantes nao se
interessaram pela atividade ou nao fizeram as correc¢des indicadas pelo professor.
As figuras a seguir mostram as tabelas usadas por dois grupos diferentes no registro

das rotas criadas por eles.
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Figura 38 — Tabela utilizada por um dos grupos
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Figura 39 — Outra tabela usada pelos alunos
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[l Os amigos de um grupo

Na realizacdo dessa atividade os alunos ndo gastaram mais que 45 minutos,
e no geral ndo houve muitas davidas para sua solugdo. Depois que os alunos
compreenderam o grafo, os dois itens iniciais foram respondidos rapidamente, pois
bastava observar o nUmero de arestas que incidia em cada vértice.

No ultimo item, os alunos ficaram com davidas na construcdo da tabela, entdo
0 professor questionou os grupos sobre qual a melhor forma para apresentar as
informacgdes do grafo, de modo a olhar para a tabela e saber quais pessoas se
conheciam. Depois que perceberam que as pessoas seriam distribuidas entre as
linhas e colunas, o professor orientou que a tabela fosse preenchida por uma
notacdo escolhida pelo proprio grupo, indicando quando duas pessoas se
conheciam ou ndo. Alguns alunos se surpreenderam com esse tipo de tabela, pois
estavam acostumados com outros tipos de elementos e diferentes contextos.

Algumas solucdes apresentadas pelos grupos estao disponiveis a seguir:
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Figura 40 — Solucéo proposta por um dos grupos
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Figura 41 — Solucdo com os elementos de uma matriz de adjacéncia
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Podemos ver diferentes tipos de notacédo, alguns optaram por simbolos e
outros por numeros. Alguns grupos se esqueceram de apresentar uma legenda para
leitura da tabela, assim o professor os orientou a inseri-la ao lado ou abaixo. Nao
houve nenhum acontecimento que pudesse atrapalhar o andamento da aula, e boa
parte dos grupos trabalharam de forma organizada e com disciplina. O professor
estima que 90% dos grupos entregaram um resultado satisfatorio, os outros néo se

interessaram pela aula e ndo quiseram participar.

V. A tarefa de Marcos

O professor inicialmente ajudou os alunos a compreender a atividade e
conversou sobre como os grafos ajudariam na sua solugcdo. Assim, os alunos
perceberam que era necessaria a construcdo de um grafo para representar os

estabelecimentos do problema. Durante a construgéo, alguns grupos confundiram as



67

distancias e acabaram atribuindo pesos diferentes as arestas, mas isso foi
facilmente corrigido.

Com o grafo em maos, comecaram a determinar todas as rotas que
satisfaziam as condi¢cdes do problema, listando cada uma delas e indicando seu
custo. Inicialmente os alunos ficaram com duvidas se teriam de analisar muitas
possibilidades, porém o professor os orientou a usar o principio multiplicativo para o
calculo desse numero. Como os alunos haviam estudado recentemente essa teoria
e resolvido problemas parecidos, eles recorreram ao caderno de sala para fazer o
calculo desejado.

O professor percebeu que néo foi necessario pedir aos alunos que usassem a
representacdo padréo dos grafos, pois durante a resolucédo do problema os grupos
ja a aplicaram. Alguns alunos guestionaram se novamente era pra evitar que as
arestas se tocassem. Entdo o professor explicou que ndo havia problema, apenas
era para considerar que a intersecdo entre arestas ndao forma uma possibilidade de
rota. Aproximadamente 70% dos grupos entregaram resultados satisfatorios, os
restantes nao participaram ou ndo se importaram em resolver todas as tarefas
propostas. A atividade foi concluida em uma aula. As figuras a seguir mostram

algumas solucdes apresentadas.
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Figura 42 — Uma solugéo correta apresentada por um dos grupos
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Figura 43 — Uso de um retangulo na construcao do grafo completo da atividade
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Figura 44 — Solucgéo correta apresentada por outro grupo de trabalho
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V. Caminho entre as ilhas

Depois de compreender o problema, 0os grupos partiram para solucdo do
primeiro item. O professor pediu que eles encontrassem no maximo trés rotas
diferentes que satisfaziam a condicdo do primeiro item. Também foi falado que
poderiam encontrar rotas que comecgassem e terminassem no mesmo Vertice,
levando em conta que cada aresta poderia ser percorrida somente uma vez.

Depois de analisar e determinar os grafos em que era possivel tal trajeto, os
alunos comecaram a discutir sobre como construir uma tabela. A maioria dos grupos
ficaram com duvida nessa construcdo, pensando que ela deveria ser feita como a
tabela da atividade dos amigos (atividade 3). Assim o professor mostrou a diferenca
entre 0s problemas e os orientou a construir uma que permitisse comparar os grafos
e 0 numero de arestas por vértice.

Munidos da tabela, o professor pediu para que analisassem e comparecem 0S
grafos em que era possivel um percurso especial e 0s numeros que ele

apresentava. Os alunos mais habilidosos na matematica conseguiram compreender
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0 padrdo que a tabela apresentava. Era possivel uma cadeia de arestas — passando
por todas e sem repeti-las — nos grafos em que todo noé tinha grau par. No grafo G2
também era possivel passar por todas as arestas uma sem repeti-las, porém esse
caminho s6 era possivel saindo de um dos nés de grau impar e finalizando no outro
ndé de grau impar. Alguns alunos perceberam que apenas no primeiro grafo era
possivel partir e retornar ao mesmo noé, passando por todas as arestas do grafo
somente uma vez. O professor entdo explicou que esse trajeto era especial e
denominado ciclo euleriano.

No momento de escrever a conjectura do terceiro item, os alunos
apresentaram dificuldade em descrever o padrdo encontrado na tabela construida.
Tomando o grafo G2, por exemplo, alguns escreveram que o problema tinha solugéo
guando havia exatamente dois vértices com grau par e dois com grau impar. Outro
grupo sugeriu que um ciclo euleriano s6 era possivel se os vértices tivessem um
grau igual a alguma poténcia do numero dois. Outro grupo sugeriu que era possivel
passar por todas as arestas quando existem dois vértices com o0 mesmo de grau
impar e os restantes com grau par. Para mostrar aos alunos a invalidade desses
argumentos o professor apresentou grafos que néo atendiam as condi¢cdes
apresentadas pelos alunos, mas que tinham solucéo para o problema. Depois das
analises feitas junto aos alunos, o professor os auxiliou na escrita, mostrando as
falhas no texto proposto. Depois que concluiram a atividade o professor explicou o
conceito de conjectura, alertando que a validade de uma afirmacdo matematica so
vale mediante uma demonstracao formal, porém ndo era o objetivo da aula trazer
esse conteudo. Analisando os trabalhos, o professor estima que 65% entregaram
resultados satisfatorios, 0os outros grupos ndo participaram ou nao fizeram as
correcOes indicadas pelo professor. As figuras a seguir mostram os resultados

apresentados por alguns dos grupos.
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Figura 45 — Solucédo contendo todos os itens da atividade
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Figura 46 — Outra solucao para o problema
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Figura 47 — Outra solugéo correta apresentada por um dos grupos
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Dos principios a serem seguidos pela area da matematica no ensino
fundamental, podemos destacar: “A Matematica precisa estar ao alcance de todos e
a democratizacdo do seu ensino deve ser meta prioritaria do trabalho docente” (PCN
— Matemética, 1997, p. 19). Neste sentido, espera-se que o professor incentive e
desperte no aluno a curiosidade e a motivacdo pelo estudo da mateméatica. Um dos
caminhos para que isso ocorra pode estar relacionada a resolucdo de problemas,
sendo que, se trabalhado da maneira certa, pode mostrar ao aluno a importancia da
matemética no seu dia a dia.

A chamada “aula tradicional” onde o professor apresenta determinada teoria,
e em seguida, aplica exercicios para fixagdo dos conceitos, estd cada vez mais
afastando o interesse dos alunos pela matematica. Ouve-se frequentemente durante
as aulas: “professor, onde vou usar isso na minha vida?”, ou ainda, “isso ai a gente
s6 vai usar na escolal”.

Visando melhorar esse tipo de entendimento por parte dos alunos, fala-se
muito sobre planejamento reverso. Nessa metodologia o problema é apresentado
antes de tudo, e em seguida desenvolve 0s conceitos necessarios para sua solucao,
demonstrando entdo a validade do seu estudo. Dado que a matematica € uma
ciéncia légico-dedutiva, € inegavel que essa metodologia faca mais sentido durante
0 processo de ensino e aprendizagem de matematica.

Este trabalho sugeriu um conjunto de atividades adaptadas que seguem
justamente esse meétodo, trazendo problemas contextualizados e apresentando os
grafos como uma ferramenta no processo de solucdo. Apesar de elas estarem
direcionadas a alunos do 8° ano, nada impede de que adaptacdes sejam feitas para
possibilitar sua aplicacdo em outras etapas do ensino fundamental.

Considerando o contexto da primeira atividade, ndo ha nenhum problema em
aplica-la em outra etapa do ensino. No 6° ano, por exemplo, a BNCC (2017) destaca
gue o aluno deve interpretar, descrever e desenhar plantas baixas simples de
residéncias e vistas aéreas (habilidade EF06MAZ28). O professor pode fazer
adaptacdes em relacdo as cidades apresentadas, trabalhando entdo com aquelas
gue fazem da regido onde o grupo de alunos reside.

Em relacdo a segunda atividade, o professor pode fazer mudancas nos itens

propostos, alterando a origem e destino das rotas que serdo criadas. Pode-se
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trabalhar também outros tipos de custo, como por exemplo, o tempo de viagem em
cada uma das rodovias. Sobre o uso do aplicativo durante as aulas, € aconselhavel
gue seja trabalhado para os alunos a partir do 7° ano, sendo que para 0 6° ano
pode-se informar os dados ou mesmo apresenta-los em uma tabela.

Como os numeros racionais sdo estudados em todos os anos do ensino
fundamental, a atividade pode desenvolver a habilidade de resolver e elaborar
problemas que envolvam as operacbes com numeros racionais (habilidades
EFO6MAL11l e EFO7MA12). Depois de criados rotas pelas arestas do grafo, pode-se
incluir um item para que os alunos expressem 0S custos em outras unidades de
medida, como o metro ou decimetro.

A motivacdo para a aplicacdo da terceira atividade é mostrar aos alunos que
os grafos podem representar diferentes situacbes, nao limitado apenas a
representacéo de mapas. Caso seja necessario, o professor pode realizar mudancas
no grupo das pessoas citadas. Pode-se incluir um item em que os alunos devem
ranquear os envolvidos em relagdo ao numero de pessoas que elas conhecem,
criando assim uma tabela. A atividade apresenta um grafo e pede que os alunos o
representem em uma tabela, porém pode-se trabalhar informando as pessoas que
se conhecem e propondo a construcéo do grafo.

Em relacado a atividade sobre os destinos de marcos, é importante que nao se
aumente o numero de estabelecimentos, pois assim o numero de arestas distintas
pode crescer muito. O professor pode incluir um obstaculo antes dos alunos
procurarem as rotas, representando os custos em diferentes unidades de medida,
fazendo com que inicialmente padronizem as medidas usando conversoes.

Como foi dito anteriormente, os custos envolvidos podem ser trocados pelo
tempo de deslocamento entre os estabelecimentos, ou ainda a quantidade de
combustivel necessario para percorrer a distancia entre dois determinados
estabelecimentos. No contexto do 9° ano, muitos algoritmos séo trabalhados nessa
etapa do ensino. Assim, para a solucdo do problema pode-se ensinar 0os algoritmos
citados nesse trabalho, como o método do vizinho mais proximo ou o algoritmo de
Kruskal, consolidando neles a ideia de que um algoritmo é um processo ou
sequéncia de etapas que, depois de concluidas, apresentam uma solucao.

No contexto da atividade “caminho entre as ilhas” pode-se trabalhar de forma
separada o caso em que nao foi possivel passar por todas as arestas do grafo. O

professor pode analisar com os alunos o conceito de replicar arestas, mostrando a
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eles o significado de “construir novas arestas” no grafo, e assim aplicar as
conjecturas ja feitas pelos alunos.

Existem outras mudancas que podem ser feitas nas atividades desse trabalho
e que nao foram mencionadas, assim fica a critério do professor responsavel usa-las
da maneira que achar mais conveniente e interessante para seus alunos. Desde o
inicio, um dos objetivos desse trabalho foi mostrar que os grafos podem ser uma
alternativa interessante para inserir o aluno no contexto de uma modelagem
matemaética.

Pensando no contexto de avaliacdo dos alunos, as atividades podem ser
usadas como uma forma alternativa para avaliagdo, diminuindo o protagonismo das
provas individuais nesse processo. Neste trabalho, as atividades realizadas em
grupo pelos alunos das duas turmas (8° ano) substituiram a avaliacdo mensal do 3°
bimestre de 2019, sendo que cada uma tinha peso de dois pontos, totalizando dez
pontos. Durante o processo de solucdo, o professor responsavel utilizou um
instrumento chamado de “fichas para o mapeamento do desenvolvimento de
atitudes”, uma para cada atividade.

Dessa forma, o professor avaliou os seguintes conceitos: O grupo agiu em
conjunto para compreensao e solucao do problema? Usaram sua propria criatividade
durante a atividade? Fizeram perguntas pertinentes sobre o problema investigado?
Apresentou suas respostas com clareza? O grupo participou e colaborou com o
andamento da atividade? Cada topico recebeu um peso equivalente a 0,4 pontos da
nota total de cada atividade, totalizando 2 pontos caso 0S grupos apresentassem
todos os critérios estabelecidos na avaliacao.

E importante ressaltar que esse modelo de avaliagdo produziu resultados
interessantes na média das notas das salas. No ensino publico de Minas Gerais, 0s
alunos podem conquistar no maximo 25 pontos em cada bimestre, sendo a nota
minima 15 pontos. Considerando todos os alunos avaliados, dos alunos que néo
tiveram nota superior & média necessaria no bimestre anterior, 85% conseguiram no
minimo 15 pontos. Alguns desses alunos relataram que, pelo fato de ser avaliados
em conjunto, se sentiram mais confiantes e motivados durante a solu¢do dos
problemas, o que ndo acontecia caso fossem aplicadas provas individuais. Além dos
trabalhos feitos na sala, conceitos como o comportamento, caderno de sala e os

exercicios resolvidos em casa, fazem parte da composi¢éo da nota final.
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Em resumo, os alunos gostaram de realizar as atividades sobre grafos. Nos
problemas em que deviam determinar rotas eles trabalharam de forma conjunta e se
concentraram na busca por solu¢des. Concluimos ao final das atividades que houve
um maior interesse dos alunos nas aulas de matemética. Notamos que a
participagdo dos discentes nas aulas foi mais intensa, principalmente daqueles
alunos com maior dificuldade nessa disciplina. Fica entdo a sugestdo para que 0s
docentes utilizem os grafos como acharem melhor durante as aulas de matematica,
além de utilizar as sugestbes dadas neste trabalho. Usando os conceitos de grafos
podem ser construidos outros problemas contextualizados que vao desafiar os
alunos na busca de solugbes criativas, e que podem desenvolver habilidades
importantes de cada etapa do ensino fundamental.
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APENDICE A - Atividade 1
Plano de aula
Tema: Modelagem matematica.

Conteudos a serem trabalhados: Conceitos sobre grafos.

Habilidades envolvidas: Criatividade na representagdo de problemas. Uso de
conceitos matematicos na modelagem de problemas. Raciocinio logico.

Recursos didaticos: Material impresso, lousa e giz.

Cronograma: 2 aulas.

Metodologia: Inicialmente o professor ir4 separar os alunos em grupos de até trés
pessoas. Depois da explicacdo sobre a atividade € importante dizer aos alunos que
eles tém liberdade de escolher os elementos que fardo parte da sua solucdo. Oriente
gue as estradas néo se interceptam em qualquer comento, apenas pelas cidades.
Apoés a conclusao da atividade, ja com as correcdes feitas, o professor deve propor
uma discussao sobre as resultados apresentados, chamando 0s grupos para que 0s
alunos facam uma apresentacdo da sua solucdo. Em seguida, o professor deve
resolver o mesmo problema apresentando os grafos como uma ferramenta simples e
eficaz na representacéo do problema.

ATIVIDADE 1 — Construindo um mapa
Problema Proposto
Os municipios de Franca (SP), Batatais (SP), Sdo Tomas de Aquino (MG), Séo
Sebastido do Paraiso (MG), Cassia (MG) e Patrocinio Paulista (SP) séo cidades proximas
uma da outra e que possuem estradas que as conectam. Use as informacdes a seguir para

construir um mapa que represente as cidades mencionadas e os caminhos entre elas.

= Ha duas estradas de Franca para Batatais

= Ha duas estradas de Franca para Patrocinio Paulista

= Ha uma estrada de Batatais para Patrocinio Paulista

= Ha uma estrada de Patrocinio Paulista para Sdo Tomas de Aquino

= Ha uma estrada de Franca para Cassia

= Ha duas estradas de Batatais para Sao Sebastido do Paraiso

= Ha uma estrada de Cassia para Sao Sebastido do Paraiso

= Ha uma estrada de S&o Tomas de Aquino para S&o Sebastido do Paraiso

= Todas as estradas mencionadas acima sao distintas uma da outra.
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APENDICE B - Atividade 2
Plano de aula
Tema: Modelagem matematica.

Conteudos a serem trabalhados: Conceitos sobre grafos, uso de softwares online,
problema do caixeiro viajante, operacao de adicdo com nUmeros racionais.

Habilidades envolvidas: Modelagem a partir de grafos. Uso de ferramentas digitais
para obtencdo de informacao. Construcao de mapas e vistas aéreas.

Recursos didaticos: Material impresso, computador, projetor de imagem, lousa e
giz.

Cronograma: 2 aulas.

Metodologia: E importante manter os mesmos grupos de alunos da primeira
atividade. Depois da explicacdo inicial, o professor deve apresentar as
funcionalidades e possiveis aplicacdes da ferramenta online Google Maps. Atraves
dela, os alunos construirdo um novo mapa usando os grafos como base. Com o
aplicativo também sera possivel determinar a distancias de cada uma das estradas
representadas no grafo, promovendo entdo a construcdo de uma estrutura rotulada
e ponderada. Para solucdo dos itens da atividade os alunos terdo como base o grafo
criado.

ATIVIDADE 2 — Um mapa real
Problema Proposto
Utilizando algum software no computador ou celular, construa um grafo que
represente de maneira real as cidades e estradas da ATIVIDADE 1 (ja realizada).
Represente também os comprimentos das estradas na unidade de medida km. Apds a

construcdo desse mapa, responda as perguntas:

A - Liste algumas rotas de Franca (SP) a Batatais (SP) e a distancia de cada um desses

trajetos. Determine qual o melhor e o pior caminho entre as rotas determinadas.

B - Liste algumas rotas de Franca (SP) a Sdo Sebastido do Paraiso (MG) e a distancia de

cada um desses trajetos. Determine o melhor e o pior caminho entre as rotas determinadas.

C - Existe alguma rota saindo de Franca que passe por todas as outras cidades somente
uma vez e retorne para a cidade da partida? Se sim, liste 0s caminhos que vocé encontrou e

determine aquele com a menor distancia.
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APENDICE C - Atividade 3
Plano de aula
Tema: Modelagem matematica.

Conteudos a serem _trabalhados: Interpretacdo de grafos, tratamento de
informacéo.

Habilidades envolvidas: Construcdo e interpretacdo de tabelas. Raciocinio logico.
Leitura e extracao de informagdes de um grafo.

Recursos didaticos: Material impresso, lousa e giz.

Cronograma: 1 aula.

Metodologia: Para realizacdo da atividade o professor pode criar grupos com dois
alunos. Durante a explicacédo, o docente deve chamar a atencdo dos alunos de que
os grafos ndo servem apenas para criacdo de mapas, mas que podem ser utilizados
em muitas outras situacées. E importante discutir com os alunos o que os elementos
do grafo representam, pois isso 0s ajudara na solucdo dos primeiros itens. Durante a
construcéo da tabela o professor deve orientar os discentes que ela deve conter as
mesmas informac¢des que podem ser extraidas do grafo, ou seja, a partir de um
individuo determinar quem e quantas pessoas ele conhece. Durante o
preenchimento da tabela os alunos devem ter liberdade na construcédo da legenda,
porém o professor deve deixar claro que em matematica € comum o0 uso de
nameros.

ATIVIDADE 3 — Os amigos de um grupo
Problema Proposto
Os moradores de uma rua decidiram criar um grupo de whatsApp para se comunicar
e avisar qualquer suspeita de furto. As pessoas que formam o grupo séo: Maria, Carlos,
Jodo, Vitor, Antdnio, Flavio e Glauco. O administrador do grupo construiu um grafo para

representar as pessoas que se conhecem.
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A — Quem é o administrador desse grupo, sabendo que ele conhece todos os moradores da
rua?

B — Existe alguma pessoa que conhece apenas uma do grupo? Depois do administrador,
guem conhece mais pessoas?

C — Construa uma tabela para representar o grafo do administrador.
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APENDICE D - Atividade 4
Plano de aula
Tema: Modelagem matematica.

Conteudos a serem trabalhados: Grafos, Principio multiplicativo, operagées com
ndmeros racionais, problema do caixeiro viajante.

Habilidades envolvidas: Célculo com nimeros decimais, modelagem de problemas
via grafos, uso do principio multiplicativo como técnica de contagem.

Recursos didaticos: Material impresso, lousa e giz.

Cronograma: 1 aula.

Metodologia: Inicialmente o docente interpretard o problema junto aos alunos,
mostrando a eles que e € uma situacdo comum no cotidiano das pessoas. Dado que
os discentes ja estdo familiarizados com os grafos, o professor deve pedir que eles
construam um grafo para modelar do problema. Em seguida, o professor deve
auxiliar os alunos no calculo do namero total de rotas que o grafo possui e alerta-los
de que esse método pode ser utilizado quando o grafo for completo. Com o grafo
pronto e 0 ndmero de rotas em maos, os alunos devem expressar essas rotas
determinando o custo de cada uma. Com esses resultados, o professor deve
solicitar que tomem a decisdo sobre a melhor e a pior rota para o problema.

ATIVIDADE 4 — A tarefa de Marcos

Problema Proposto

Marcos é professor e possui as sextas-feiras como seu dia de folga. E justamente
nesses dias que ele deixa pra fazer certas atividades, como ir ao supermercado, pagar
contas ou comprar algum tipo de produto. Hoje é sexta, e ele necessita ir ao supermercado,
a lotérica e a farmacia, para s6 depois retornar para casa. Sabe-se que a distancia de sua
casa até esses estabelecimentos é de respectivamente 4,2 km, 3,7 km e 4,7 km. Por um
aplicativo no celular, Marcos analisou a distancia entre os lugares que deve visitar e fez a

seguinte anotag&o:

| — Supermercado até a Lotérica: 5 km
Il — Lotérica até a Farmacia: 5,1 km

Il - Farmacia até o Supermercado: 4,8 km

D) Construa um grafo que represente a casa, os destinos de Marcos e a distancia entre

esses pontos.
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E) Usando o principio multiplicativo, determine o total de trajetos possiveis que ele pode

F)

optar. Faga uma lista com todas essas possibilidades.

Ajude Marcos a encontrar a melhor rota para cumprir seus objetivos e percorrer a
menor distancia possivel. Faca uma lista, da melhor rota até a pior, usando a distancia

como critério de classificacao.
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APENDICE E - Atividade 5
Plano de aula
Tema: Modelagem matematica.

Conteudos a serem _trabalhados: Grafos, problema do carteiro chinés,
desenvolvimento de conjecturas.

Habilidades envolvidas: Concentracéo e raciocinio logico, construcdo e analise de
tabelas, analise de padrdes e formulacdo de conjecturas.

Recursos didaticos: Material impresso, lousa e giz.

Cronograma: 1 aula.

Metodologia: Inicialmente o professor deve discutir com os alunos o problema
apresentado pela atividade. Depois de entendido, os discentes devem investigar em
guais grafos € possivel atender as condi¢bes do primeiro item. Caso os alunos nao
percebam, € importante que o professor chame a atencéo para o grafo G1, onde é
possivel sair e retornar ao mesmo ponto, passando por todas as arestas uma unica
vez. Depois que os alunos analisarem os grafos, eles devem construir uma tabela
gue permita analisar o numero de arestas por vértice em cada grafo. Depois de
construida, é importante que o docente acompanhe os alunos na analise e busca
por padrbes nos grafos que em houve solucdo. Em seguida, os alunos devem
formular uma conjectura sobre quando € possivel realizar o passeio especial pelos
elementos do grafo. Durante a sua elaboracéo é importante que o docente auxilie 0s
alunos na escrita.

ATIVIDADE 5 — Caminhos entre as ilhas
Problema Proposto
Em suas férias, Leticia viajou para o exterior para conhecer um conjunto de ilhas muito
famosa, composta por quatro ilhas préximas uma da outra. Utilizando o mapa dessa regiao,

Leticia imaginou alguns caminhos entre essas ilhas e construiu os seguintes grafos:

G1 G2 G3

A

A A
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A) Em quais dos grafos construidos por Leticia € possivel encontrar uma rota que passe
por todas as arestas (caminhos) do grafo, sem repetir nenhuma delas? Fique atento,

pois € permitido passar por uma ilha mais de uma vez.

B) Utilize uma tabela para comparar os grafos G1, G2 e G3. O que vocé observa em

relacdo ao numero de arestas por vértice (pontos do grafo)?

C) Faca uma conjectura (regra) sobre quando é possivel passar por todas as arestas de um

grafo (sem repeti-las), ou seja, quais as condi¢des para que esse tipo de passeio exista.



