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Resumo

Esta dissertagao tem como objetivo a abordagem do trabalho do professor em sala em um
topico especifico da Matematica utilizando o método tradicional e propondo a utilizagao
de uma férmula para resolucao de tais problemas, como mais uma maneira de abordagem
do tema, sem a intencao de substituir o método tradicional pela utilizagao desta férmula.
O trabalho percorre o desenvolvimento utilizado em sala pelo professor, sugerindo um
modelo matematico com todas as etapas necessarias para abordagem e analise do menor
angulo formado pelos ponteiros de um relégio, utilizando métodos tradicionais que os livros
adotam realizados no ensino fundamental e médio com regra de trés simples. Em seguida,
uma abordagem logica com questoes em graus diferentes de dificuldades. Em busca de
uma melhor compreensao do tema, sera proposto e construido um modelo matematico
que envolve o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio com sua devida de-
monstragao e aplicacao, inclusive utilizando as mesmas questoes anteriores, bem como
resolucoes de questoes de vestibular e concursos ptublicos sobre o assunto. Tal férmula
permite chegar ao resultado em poucos passos e um melhor desenvolvimento algébrico,
tornando aquela questao que requer mais trabalho, com grau maior de dificuldade, bem
mais simples. O que se pretende com esse trabalho é comparar o método tradicional na
resolucao das questoes sobre o assunto e mostrar que existe a possibilidade de utilizar
uma féormula que nao consta nos livros de ensino fundamental e médio, facilitando muito a
resolucao das questoes. Nao se pretende, entretanto, a substituicao do método tradicional
para resolucao de tais questoes pela férmula, e sim o entendimento do assunto, pesquisando

os modelos atuais e ampliando os métodos de resolugoes de questoes que envolvem o tema.

Palavras-chave: Angulo, Ponteiro, Relogio, Féormula



Abstract

This study aims to approach the classroom teacher’s work on a specific Mathematics
topic using the traditional method and recommend the use of an equation to solve such
Mathematical problems as an additional alternative, without the intention of replacing the
traditional method. The study discusses the process used in the classroom by the teacher,
suggesting a mathematical model with all the necessary steps for analyzing the smallest
angle formed by the hands of a clock, using traditional methods that elementary and
high school books adopt based on the simple rule of three. Then, a logical approach with
Mathematical problems of different degrees of difficulty was presented. Aiming a better
understanding of this topic, a mathematical model that involves the smallest angle formed
by the hands of a clock with its proper demonstration and application was proposed and
constructed using the same Mathematical problems, as well as problems from university
entrance exams and civil service examinations on the topic. This equation allows getting
the result in few steps and with better algebraic thinking, making difficult and demanding
Mathematical problems much more straightforward. This study aimed to compare the
traditional method for solving problems on the topic and show that this equation can be
used during solving of Mathematical problems, even though it is not found in elementary
and high school books. However, it is not intended to replace the traditional method of
solving such problems with the proposed equation, but rather understand the subject,

research current models and expand the methods of solving problems on the topic.

Keywords: angle, hands of a clock, clock, formula
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1 INTRODUCAO

Diante dos desafios enfrentados aula a aula pelo professor e na busca diaria para
melhorar minhas aulas e conseguir manter a atencao dos alunos, deparei-me com a
possibilidade de cursar o mestrado profissional em matematica - PROFMAT na UFTM
em Uberaba para melhorar minha qualificacao e atualizar minha pratica de ensino. Além
da Graduacao em Matematica pela Universidade Federal de Uberlandia, especializacao
em Educacao Matematica, sou Graduado em Direito, Advogado, com especializacao
em Legislacao Trabalhista e também em Legislacao Tributaria, Professor de disciplinas
juridicas na faculdade UNIESSA, e de Matematica no Colégio Gabarito em Uberlandia,
mantendo as duas areas de atuacgao, e além disso, sou musico em horas vagas. Em todas
estas areas tenho o envolvimento educacional que requer muito estudo.

Mesmo em &reas diferentes meu foco aqui é educacional. Neste caso, entender os
conceitos matematicos e os aspectos da aprendizagem destes conceitos propondo mais
uma possibilidade para o trabalho do professor em sala de aula além do tradicional,
diferenciando e acrescentando modelos matemaéticos para o tema proposto como indicado
na BNCC - Base Nacional Comum Curricular, para ensino fundamental e médio, deste
modo contribuindo para a disciplina. Este trabalho tem aplicagao direta em sala tanto de
ensino fundamental como para ensino médio.

Sera abordado um tema muito especifico do conteiido da matematica, porém, sera
apresentado uma abordagem tradicional e em seguida uma abordagem légica no intuito
de conduzir o aluno na elaboragao de um futuro modelo matematico, e posteriormente
utilizando a Geometria, a demonstragao de uma férmula para o tema que nao é utilizado
em sala de aula, pois os livros de ensino fundamental e médio nao descrevem esta relagao
matematica. Serao utilizados os conceitos matematicos proprios do ensino fundamental e
médio como a regra de trés simples e conceitos basicos de Geometria, de forma interligada,
bem como a abordagem das dificuldades previstas e também uma proposta e orientagoes
para o professor sobre como lidar com os possiveis obstaculos metodologicos que podem
ocorrer.

Imensos sao os desafios enfrentados pelos professores em sala de aula todos os dias. As
reflexdes em sua pratica pedagdgica e metodoldgica devem ser constantes com atualizagoes
e adaptacoes para cada tema. Este exercicio continuo acompanha o professor ao longo de
sua carreira. Com o fendmeno da internet temos muitas novidades que facilitam o acesso
a informacao melhorando o trabalho do professor, pois, a velocidade nas comunicagoes
hoje é cada vez mais instantanea. Por outro lado temos o aluno que também navega
na internet possuindo acesso também a diversas informacoes, muitas delas sao de redes

sociais, e poucas sao de pesquisas cientificas. O lado ruim é que esse aluno acostuma-se as
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informagoes instantaneas com pouco trabalho, bastando acessar a internet, o que mostra
um novo perfil de aluno. A questao é como prender a atengao desse aluno? Como chamar a
atencao de uma forma geral desse aluno para o tema abordado pelo professor? Ampliar as
metodologias de ensino pode ser uma saida, incluir a tecnologia para pesquisas e para gerar
experimentos digitais, como neste trabalho um relégio com seus ponteiros em deslocamento,
mostrando a variacao angular decorrentes de tais deslocamentos evidenciando a relacao
entre o tempo e o angulo deslocado pelos ponteiros do relégio. Tudo isso serve de apoio
na construcao do modelo matematico que esta proposto na BNCC.

Como Alvaro Borges Vieira Pinto(2003,p.48) asseguras

70 educador deve ser o portador da consciéncia mais avancada de seu
meio, necessita possuir antes de tudo a nogao critica de seu papel,
isto é, refletir sobre o significado de sua missao profissional, sobre as
circunstancias que a determinam e a influenciam, e sobre as finalidades

de sua agao.” (PINTO, [2003])

Neste caso, (na Matemética) o tema desse trabalho é o estudo do menor angulo formado
pelos ponteiros de um relégio, e em seguida a proposicao de uma férmula, para junto do
método tradicional, mostrar uma outra opcao de calculo para este tema, ampliando as
possibilidades de aprendizado desse aluno. Férmula tal, que facilita muito o célculo, e nao
constam nos livros dos ensinos fundamental e médio.

Ciente que muitos fatores afetam o bom andamento de uma aula, como indisciplina e a
falta de interesse por parte de muitos alunos, o professor ainda se depara com programas
educacionais com base na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e também contetudos
que a propria escola exige para que o mesmo esteja em dia com sua programacao académica.
Logo diversas situagoes acabam afetando o andamento da aula e o tempo para um trabalho
préoximo do ideal fica cada vez menor, obrigando o professor a ser mais rapido ou mais
conciso em suas explicagoes. O ideal seria mais tempo para o professor trabalhar em sala
para poder atender as dividas que ocorrem. Isso estd intimamente ligado a programagao
com a devida preparacao por parte do professor para realizar o melhor trabalho possivel.

Na pratica, a realizagao desse trabalho é bem mais dificil, o que torna extremamente
necessario o planejamento de cada aula. O presente estudo tem o escopo de acrescentar ao
trabalho do professor, mais uma possibilidade em um tépico especifico da matematica para
resolucao de problemas envolvendo o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio.
Ampliando as possibilidades de ferramentas matematicas que o professor pode utilizar,
visando ser mais um suporte que pode facilitar a resolugao destas questoes, funcionando
como um apoio no abismo que se encontra o ensino de uma forma geral, principalmente em
Matemaética, sem eliminar as abordagens do tema por métodos tradicionais, acrescentando
uma estrutura metodoldgica e construindo um modelo matemético como uma das propostas

para resolugoes de problemas que envolvam o tema.
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Quando o aluno gosta da aula, ele esta mais disposto a interagir e participar, devendo
estar no planejamento do professor tal interagao. Logo conseguir disciplina e atencao desse
aluno torna-se fundamental ao desenvolvimento do que foi planejado pelo professor. Diante
disto, este tema é muito especifico, pois trata-se do estudo do menor angulo formado pelos
ponteiros de um relégio. Porém, na contramao da modernidade, poucos sao os alunos que
utilizam relégio com ponteiros, causando um obstaculo inicial por parte desse aluno, e a
tendéncia é que utilizem apenas relogios digitais que estao em seus celulares. Hoje em uma
sala de 9° ano por exemplo é muito dificil encontrar algum aluno que ainda nao possua
seu celular e muitos, a tendéncia sera praticamente todos, com acesso a internet. Esse é
um desafio em todas as areas educacionais, nao € s6 da matematica, conseguir fazer esse
aluno participar do aprendizado em sala diante de tantas atracoes do mundo externo no
qual ele esta inserido. Uma possibilidade é utilizar a tecnologia em sala como apoio, sendo
uma forma por exemplo mostrar o deslocamento do ponteiro das horas e dos minutos e a
variacao do angulo agudo formado pelos ponteiros do relégio, sendo uma maneira de se
quebrar a barreira que o aluno pode apresentar alegando que ninguém utiliza mais relégio
com ponteiros.

Este presente trabalho inicia-se com uma breve evolucao histérica dessa maquina de
medir o tempo chamado relégio, bem como propor e desenvolver questoes envolvendo o
menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio, utilizando os métodos tradicionais e
l6gicos trabalhados pelo professor em sala de aula. E em seguida, utilizando contetidos
da Algebra e Geometria, propondo uma féormula para calculo desse angulo formado pelos
ponteiros de um relégio, com sua devida demonstracao e descricao detalhada e aplicagao
em questoes problema, contribuindo para as resolucoes de questoes que envolvem o tema,
ampliando sua compreensao e facilitando calculos. Tal férmula, nao consta nos livros de
ensino fundamental e médio, o que mostra um carater inovador apresentando um modelo
matematico e seus procedimentos para ser utilizado pelo professor em sua aula, do inicio ao
fim, visando ampliar as possibilidades de se trabalhar esse tema. Em nenhum momento se
pretende substituir a abordagem tradicional com as relagoes entre angulos e deslocamento
dos ponteiros por uma férmula. E sim, ser mais uma possibilidade de trabalho, com
desenvolvimento e dificuldades encontradas no estudo. Apoés a demonstragao da férmula,
ela sera utilizada em questoes com graus de dificuldades diferentes. A vantagem dessa
formula aplicada diretamente na questao, é tornar as resolugoes das questoes com diferentes
niveis de dificuldades, de forma simples com poucos passos. Em termos de niimero de
passos, as questoes simples e dificeis envolvendo o tema, tornam-se basicamente iguais,
com resolucoes em 4 a 5 passos apenas. O que facilita muito o calculo provocando uma
menor quantidade de erros uma vez que possui menor nimero de passos para resolucao.

Com a devida apresentacao e demonstracao desta férmula, testaremos as questoes
desenvolvidas pelas abordagens tradicional e légica com a aplicacao da féormula para

resolucao e devida comparagao. Questoes de vestibulares e de concursos publicos também



Capitulo 1. INTRODUCAO 16

serao resolvidas com o mesmo método, ressaltando mais uma vez que o que se pretende de
uma forma geral é ampliar as possibilidades de modos de resolucao de questoes envolvidas
com o tema, sendo mais uma ferramenta que o professor podera utilizar, diante de tamanho
desafio educacional em nosso pais. Nao se pretende com esse estudo substituir em nenhuma
hipétese o raciocinio matematico utilizado, que neste caso, é a regra de trés simples
com relagao angular entre os ponteiros das horas e minutos. O objetivo é realmente
apresentar uma possibilidade a mais, uma ferramenta que deve também ser conduzida
até chegar ao modelo matematico proposto, sem com isso descartar nenhum dos métodos
anteriores, e sim agregar mais uma possibilidade de construcao. Tal féormula é relevante
nas resolucoes das questoes pela facilidade de conclusao, e por nao constar nos livros
didaticos de Matematica.

Para a demonstracao da férmula que determina o menor angulo formado pelos ponteiros
de um relégio, sera utilizado a figura do relégio com os ponteiros de horas e minutos, a
relagao entre o ponteiro das horas e o respectivo grau de deslocamento e também sera
estudado a relacao entre o ponteiro dos minutos com seu respectivo grau de deslocamento.
Estes passos também ocorrem na abordagem tradicional utilizada em sala de aula como
método de resolucao para esse tema. Porém, avancando um pouco mais, utilizaremos a
Geometria por meio do estudo de angulos para mostrar uma relacao entre esse menor
angulo entre os ponteiros das horas e minutos. Deste modo, sera utilizado conceitos e
procedimentos matematicos nos campos da Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas e a
Geometria para interpretar e construir um modelo para resolver esse tipo de problema,
analisando os resultados e adequando as possiveis dificuldades que podem ocorrem no

trabalho do professor em sala. Neste sentido, consoante a Base Nacional Comum Curricular
- BNCC(pag.517):

”Em relagao aos Numeros, os estudantes do Ensino Fundamental tém
a oportunidade de desenvolver habilidades referentes ao pensamento
numérico, ampliando a compreensao a respeito dos diferentes campos e
significados das operagoes. Para isso, propoe-se a resolugao de problemas
envolvendo nimeros naturais,inteiros, racionais e reais, em diferentes
contextos (do cotidiano, da prépria Matemética e de outras dreas do
conhecimento).Os estudantes tém também a oportunidade de desenvolver
o pensamento algébrico, tendo em vista as demandas para identificar a
relacao de dependéncia entre duas grandezas em contextos significativos
e comunicé-la utilizando diferentes escritas algébricas, além de resolver
situagoes-problema por meio de equacoes e inequagoes. Em relacao ao
pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para interpretar
e representar a localizagao e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, identificar transformacoes isométricas e produzir ampliagoes
e reducgoes de figuras. Além disso, sao solicitados a formular e resolver
problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia
e semelhanca.” (BRASIL| 2018])

O trabalho, caminha no sentido de aproveitar o potencial ja construido pelos alunos em
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anos anteriores como a regra de trés simples e conceitos basicos de Geometria, promovendo

uma continuagao em seu aprendizado, estimulando e provocando processos de reflexao e

diante do desafio de criar um modelo matemaético que resolva os problemas que envolvem

o tema fortalecendo os modos de pensar indutivos, dedutivos e sistémicos que auxiliem no

pensamento nao sé mateméatico mas como um todo, como versa a BNCC;(pédg.519)

”Para que esses propodsitos se concretizem nessa area, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de
construcao de modelos e de resolugao de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, argumentar,
comunicar e, com base em discussoes e validacoes conjuntas, aprender
conceitos e desenvolver representagoes e procedimentos cada vez mais
sofisticados. Assim, para o desenvolvimento de competéncias que envol-
vem o raciocinar, é necessario que os estudantes possam, em interacao
com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar os proble-
mas resolvidos, com énfase nos processos de argumentacao matematica.
Embora todas as habilidades pressuponham a mobilizagao do raciocinio,
nem todas se restringem ao seu desenvolvimento. Assim, por exemplo,
a identificacao de regularidades e padroes exige, além de raciocinio, a
representacao e a comunicacao para expressar as generalizagoes, bem
como a construgao de uma argumentagao consistente para justificar o
raciocinio utilizado.” (BRASIL! |2018))

E por fim como competéncias de Matemaética e suas Tecnologias para o Ensino Médio

garante a BNCC(péag.523):

”COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TEC-
NOLOGIAS PARA O ENSINO MEDIO

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questoes
economicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
consolidar uma formacao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de
agoes para investigar desafios do mundo contemporéaneo e tomar decisoes
éticas e socialmente responsdveis, com base na anélise de problemas de
urgéncia social, como os voltados a situagoes de saide,sustentabilidade,
das implicagbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recor-
rendo a conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.
3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Proba-
bilidade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagao das solucoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes regis-
tros de representagao matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢ao e comunicacao de resultados
de problemas, de modo a favorecer a construgao e o desenvolvimento do
raciocinio matematico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servacao de padroes, experimentagoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na
validac@o das referidas conjecturas.” (BRASIL} 2018])
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Tais competéncias descrevem orientagoes que devem ser trabalhadas para desenvolvi-
mento das habilidades propostas na BNCC, estalecendo um roteiro a ser seguido para um
melhor aproveitamento escolar por parte do aluno. Neste trabalho, é proposto a resolugao
dos problemas bem como o desenvolvimento do modelo matematico, com a finalidade de
propor um estudo que seja suporte para o professor utilizar em sala de aula, de modo
a estimular o raciocinio do aluno tanto nas resolugoes dos problemas que envolvem o
tema, quanto na construgao de uma férmula que determine o menor angulo formado pelos

ponteiros de um relégio.
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2 UMA BREVE EVOLUCAO HISTORICA

2.1 Do Relégio

O homem desde sua origem observa os fendmenos da natureza, pois sua sobrevivéncia
depende de tais observagoes, como dia, noite, chuva, sol, tempestades, fenémenos climéticos,
estacoes do ano para plantar e colher e outros. Entender o tempo entao tornou-se necessario
para uma melhor adaptagao da humanidade, bem como sua natural curiosidade em querer
entender mais do universo, e de suas origens, que ¢ uma busca propria do ser humano.
Deste modo, a medida do tempo se tornou uma necessidade, pois, poder planejar o
plantio e colheitas tornava-se vital para que as civilizagoes pudessem prosperar. Além
disso, construir um mecanismo que possa dizer o tempo, permite melhor planejamento
do presente no dia a dia, com horas, minutos e segundos, bem como poder mapear o
tempo futuro, ou ainda tentar entender melhor o passado. O tempo desde sempre é um
espetacular adversario para a humanidade. Entendé-lo tornou-se fundamental para o ser
humano se entender na busca de suas origens diante de um universo infinito.

Poder entao mapear o tempo com um sistema de medidas, tornou-se parte da evolugao
humana com diversas tentativas de se construir uma maquina que pudesse medir o tempo.
Alguns construtores influenciaram a humanidade, mudando habitos de vida em sociedade.
Porém alguns desses registros historicos transcritos pelos autores durante séculos e até
milénios levantam algumas controvérsias. Imaginar hoje a vida em sociedade sem uma
maquina que diz o tempo seria um retrocesso inimagindvel. A humanidade sem marcacao
de tempo seria o caos. Todos perderiam seus compromissos, nao haveria como mapear o
dia, nem o futuro, nem o passado. Nao terfamos como dizer se ja estd na hora de comegar
ou terminar um trabalho, uma aula, um filme, enfim. Seria muito complicado imaginar
o que a humanidade faria se nao conseguissemos marcar o tempo. Logo, uma maquina
de medir o tempo é uma das mais importantes inveng¢oes humanas, comparo aqui com a

importancia da descoberta do fogo.

A escritora Maria Luiza X. de A. Borges, em sua tradugao de G.J. Whitrow; no livro
'O tempo na histéria: concepcoes de tempo da pré-historica aos nossos dias’ sobre o nosso
sentido do tempo (1993 p.17) registrou:

“Se admitirmos portanto que o tempo da vida civil é medido de um
modo que por acaso nos convém, aqui na Terra, mas nao tem qualquer
significacao absoluta ou universal, que dizer sobre nosso sentido interno de
tempo? E dele que deriva nossa intuicdo da natureza absoluta do tempo?
O tempo é certamente uma caracteristica fundamental da experiéncia
humana, mas nada prova que tenhamos um sentido especial do tempo,
como temos a visao, audigao, o tato, o paladar ou o olfato. Nossa
experiéncia direta do tempo é sempre do presente, e nossa ideia dele
surge da reflexdo sobre essa experiéncia. No entanto, enquanto nossa
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atengao estd concentrada no presente, tendemos a nao ter consciéncia do
tempo. Um ‘sentido do tempo’ envolve alguma sensagao ou consciéncia
de duragao, mas isso depende de nossos interesses e do modo como
focalizamos nossa atengdo. Se o que estamos fazendo nos interessa, o
tempo parece curto, e, quanto mais atengao dedicamos ao préprio tempo,
isto é, a sua duracao, mais longo ele parece. Nunca um minuto parece
tao longo como quando olhamos o movimento do ponteiro dos segundos
no mostrador de um relégio. E claro, portanto, que nossa crenga na
natureza absoluta da duragao temporal nao é uma consequéncia imediata
de nossa experiéncia, mas, como disse hé pouco, deriva de nossa reflexao
sobre essa experiéncia. Nosso sentido de duragao é afetado nao apenas
pelo grau em que concentramos nossa atengao no que estamos fazendo,
mas por nosso estado fisico geral. Em particular, pode ser distorcido por
drogas ou pelo confinamento, por longos periodos, em ambientes frios ou
escuros, sem recurso a relégios. Entre os fatores que influenciam nosso
sentido de duragao, porém, o mais amplamente experimentado é nossa
idade, pois ha um reconhecimento geral de que, a medida que ficamos
mais velhos, o tempo, tal como o registram o relégio e o calendério,
parece passar cada vez mais depressa.” (BORGES, |1993)

Estudando o tema, segue uma breve evolucao histérica desta méaquina que ficou
conhecida como relogio.

O gnémon, também conhecido como relégio do sol, aparece na histéria como o primeiro
medidor de tempo utilizado pelos babilonicos e egipcios, que marcava as horas por meio
de uma proje¢ao da luz do sol que ao incidir na terra determinava uma sombra de uma
aste, mostrando uma variacao no decorrer do tempo no local geograficamente localizado.

Luis Felipe Marques Pinto, em seu estudo sobre o tragado do relégio de sol (2013)

pontuou:

Geralmente, o reldgio de sol tem dois componentes fundamentais: o
elemento que produz sombra e a superficie que a recebe. O primeiro é
designado de gnémon e a segunda é designada de quadrante (Figura 1).
Em Gnoménica, é usual empregar-se indistintamente o termo gnémon
para designar um elemento em forma triangular ou em forma tubular,
ambos dispostos perpendicularmente ao quadrante. O termo estilete tanto
pode designar a aresta do gnémon (de forma triangular), cuja sombra
projectada no quadrante assinala a hora solar, como pode designar um

componente tubular — ambos dispostos paralelamente ao eixo polar.
(MARQUES...| )
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Figura 1 — Reldgio de sol: Gnomon
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Fonte: Marques Pinto, Luis Filipe. Funcionamento e tragado do relégio de sol.
Universidade Lusfada. 2013. Disponivel em: http://hdl.handle.net/11067/461. Acesso em
09/11/20109.

Ap6s o relogio de sol, ha registros de marcadores de tempo na Judéia, mais ou menos
600 a.c., que eram de dgua (clepsidras) ou de areia (ampulhetas). Historicamente, aparecem
registros de marcadores de tempo na China, e em outras partes do mundo. Diversos
autores na historia, relatam a construcao de modelos que medem o tempo, porém, os dados
historicos sao controversos. Logo o que se propoe neste trabalho é uma breve passagem
dessa historia. Os primeiros relégios mecanicos com engrenagens aparecem por volta de
850 d.c, existindo controvérsia em relagao ao primeiro construtor, o principal nome é Papa
Silvestre II.

Aperfeigoaram os relégios Ricardo de Walinfard (1344); Santigo de Dondis (1344) e o
seu filho Jodo de Dondis que ficou conhecido como Horologius e Henrique de Vick (1370).
Tendo registro, por volta de 1504, o primeiro relégio de bolso foi construido em Nuremberg,
regiao da Bavaria no sul da Alemanha, por Pedro Henlein. Em 1595, Galileu Galilei
descobre o isocronismo do péndulo resultando em relégios de péndulos, movidos por pesos

ou molas.
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O primeiro relégio de pulso, em 1814, feito pelo relojoeiro Abraham Louis Breguet, por
encomenda de Carolina Murat, princesa de Napoles e irma de Napoleao Bonaparte. Porém
alguns atribuem a invencao do reldgio de pulso, em 1868, a Antoni Patek e Adrien Philippe,
modelo que tornou-se popular entre as mulheres utilizado como pulseiras femininas.

Em 1904, o joalheiro Louis Cartier pegou um modelo de bolso e transformou em um
relogio de pulso a pedido do brasileiro Alberto Santos Dumont, para que ele pudesse
olhar as horas e marcar tempo de voo de forma mais facil. Desta forma, Santos Dumont
popularizou o relégio de pulso entre os homens, o que inicialmente era considerado como

rarissimas joias.

Figura 2 — Alberto Santos Dumont

Fonte: https://www.oficinadanet.com.br/post/18857-a-historia-de-santos-dumont-o-

maior-inventor-brasileiro. Imagem finalizada pela editora Apice
(Dalvo)

Com a Primeira Guerra Mundial, os soldados precisavam saber as horas de forma mais
agil, tornando um marco definitivo o uso do relégio de pulso, e com isso lentamente a
populagao de uma forma geral passou a utilizar relégio de pulso pelas proximas décadas.
Hoje, entre os jovens é mais frequente o uso de celular para encontrar as horas, raramente se
observa o relégio de pulso, e mais raro ainda o relégio de pulso com marcadores analdgicos,
ou seja, com ponteiros.

Apenas por curiosidade, segundo o site ISTO E, a noticia ¢ do dia 14/11/2016 as 16h35,
em novembro de 2016, um relogio de pulso raro construido em aco inoxidavel, datado de

1943, da Patek Phillipe, foi vendido por 11 milhoes de francos suicos, mais de 10,2 milhoes



Capitulo 2. UMA BREVE EVOLUCAO HISTORICA 23

de euros, tornando-se o mais caro relégio de pulso vendido em um leilao.

Figura 3 — Reldgio raro de 1943: Patek Phillipe

Fonte: Foto cedida em 14 de novembro de 2016 pela casa Phillips mostra o relégio Patek
Philippe que foi comprado por 10,2 milhdes de euros, em Genebra - PHILLIPS/AFP
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2.2 Da Geometria

Desde a origem das civilizagoes o homem vem mostrando que é capaz de construir
grandes monumentos, e os vestigios destas obras nos permitem tentar entender um pouco
da cultura de cada uma dessas civilizagoes. Tais monumentos estao espalhados pelo mundo
todo, provando a importancia da geometria em cada cultura, o qual nos permite perceber

além das questoes religiosas, a necessidade de sobrevivéncia de cada uma delas.

Figura 4 — Geometria nas construgoes antigas

Fonte: https://www.institutodeengenharia.org.br/site/2018,/07/04 /como-foram-
construidas-as-piramides-do-egito/

A palavra Geometria significa, em grego, medir a terra. Os agrimensores egipcios (1300
anos a. c¢.) recorriam a4 Geometria para determinar a érea de seus campos e para delimitar
suas terras quando as cheias anuais do Nilo cobriam ou apagavam os marcos anteriores. A
construcao das piramides demonstra que os egipcios dominavam a Geometria. Por volta
de 600 a.c., filésofos e matematicos gregos, entre os quais podemos incluir Tales de Mileto
e Pitdgoras, passaram a sistematizar os conhecimentos geométricos da época. A geometria
antes dos gregos era puramente experimental, ou seja, nao havia qualquer cuidado com
os principios matematicos que regiam os conhecimentos geométricos. Foram, entao, os
gregos os primeiros a introduzir o raciocinio dedutivo. Foi, porém, com o matemaético
grego Euclides que esta ciéncia realmente se desenvolveu, fazendo da cidade egipcia de
Alexandria, onde vivia Euclides, o centro mundial da Geometria, por volta de 300 anos a.

c. Sistematizando os conhecimentos que outros povos antigos haviam adquirido de forma
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desordenada através do tempo, Euclides deu-lhes ordem légica, estudando a fundo as

propriedades das figuras geométricas, as areas e os volumes. Segundo Carl BOYER(p.87):

Da natureza de seu trabalho, pode-se presumir que Euclides de Alexandria
tenha estudado com discipulos de Platéo, sendo na prépria Academia. Ha
uma estéria contada sobre ele que diz que quando um de seus estudantes
lhe perguntou para que servia o estudo da geometria, Euclides disse a
seu escravo que desse trés moedas ao estudante, 'pois ele precisa ter lucro
com o que aprende” (BOYER), [1996])

2.2.1 Nocoes Primitivas da Geometria

Os elementos iniciais da Geometria nao foram definidos nas descri¢coes de Euclides, e
até os dias atuais permanecem sem definicao. Ou seja, os entes primitivos sao conceitos

primitivos sem definicao. Que sao: o ponto, a reta, e o plano.

Figura 5 — Entes Primitivos

Ponto Reta Plano

Fonte: Autor

RETA, SEMI-RETA E SEGMENTO DE RETA:

Uma reta, possui infinitos pontos, em que dois deles chamaremos de A e B. Deste
modo, uma reta passa pelos dois pontos A e B distintos e nao possui fim nos dois sentidos

da reta.

Uma semi-reta possui um ponto de origem pré fixado que chamaremos de A, que passa

por infinitos outros pontos, inclusive um ponto B, no qual possui origem e nao possui fim.

Um segmento de reta possui origem em um ponto A pré fixado e termina em um ponto
B distinto de A. Ou seja o segmento de reta tem origem e fim.

Temos entao:
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Figura 6 — Reta, Semi-reta e Segmento de reta

Reta Semi-reta Segmento de reta
r r r
B P
r:AB r:AB r:AB

Fonte: Autor

SEMIPLANO:

Plano é ente primitivo, logo nao possui definicao, porém pode-se descrever suas
caracteristicas, que sao superficies infinitas e ilimitadas que estao em duas dimensoes. Tem-
se um semiplano quando uma reta pertencente a esse plano divide-o em dois semiplanos,

logo cada semiplano terd inicio que ¢é a reta e nao tera fim pois ¢ ilimitado.

Figura 7 — Semiplano

semiplano o

Fonte: Autor

REGIOES CONVEXAS E NAO-CONVEXAS

Na geometria, uma regiao qualquer, que aqui chamaremos de R, serd chamada convexa,
quando para todo segmento de reta que une dois pontos A e B quaisquer distintos
pertencentes a regiao, estiver inteiramente contido nesta regiao, ou seja, o segmento de reta
que une quaisquer dois pontos internos de R, estara sempre inteiramente dentro da mesma
regiao R, em nenhum momento o segmento de reta passa fora da regiao. Em linguagem

algébrica:

YVAeReVBeR = AB CR

De forma analoga, uma regiao qualquer, que aqui chamaremos de S, serd chamada
nao-convexa, quando existir algum segmento de reta que une dois pontos A e B quaisquer

distintos pertencentes a regiao S, e o segmento AB nao estiver inteiramente contido nesta
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regiao. Ou seja, se a reta passar fora da regiao estando suas extremidades A e B internos

a regiao S, serd uma regiao nao convexa. Dizemos de modo informal que a regiao possui

um buraco em seu interior. Ou seja, existe a possibilidade da reta nao estar inteiramente

contida na regiao S. Em linguagem algébrica:

Nos diagramas temos:

JABeS = AB ¢S

Figura 8 — Regiao Convexa e Nao-convexa

Regiao Convexa Regiao Niao- convexa

R S

Fonte: Autor

Observe que na figura acima, na Regiao Convexa, o segmento de reta AB, estd contida

inteiramente na regiao R, o mesmo nao ocorre na Regiao Nao Convexa.

2.3 ANGULO

Em relacao aos angulos, Francisco Vera (1960, p. 32-3) traz as seguintes defini¢oes:

Este conceito, tao importante em geometria plana, pode ser introduzido
de vérios modos: 1° Segundo Euclides, é a mutua inclinigao de duas retas;
2° Segundo Sannia, é o resultado da rotagao de uma semi-reta em torno
de sua origem, com relacdo a outra semi-reta fixa; 3° Segundo Enriques,
é a interferéncia de dois semi-planos, isto é: nesta acepcao, se adota
estritamente o conceito de angulo convexo; 4° Segundo Hilbert, é um
par de semi-retas com origem comum; 5° Segundo Veronese, o conceito
de angulo estd condicionado ao de setor angular, que ele define assim:
sistema unidimensional cujo elemento é o raio, isto é, uma parte limitada
de um feixe de raios. Sua magnitude intensiva é o angulo. Em geometria
elementar costuma ser caracterizado do seguinte modo: Cada uma das
quatro partes ou regides que determinam duas retas coplanares AB e CD
que se cortam. Lados do angulo sao as bordas retilineas que o limitam e
que s@o semi-retas de mesma origem. O ponto O, comum as duas retas,
é o vértice do angulo. Esta definicdo implica o conceito de angulo como
parte do plano compreendida entre duas semi-retas OB e OC, ou seja,
aquela situada do mesmo lado de CD que contém a semi-reta OB e do
mesmo lado de AB que contém a semi-reta OC, de modo que angulo é
o conjunto dos pontos comuns a dois semi-planos de um mesmo plano
cujos contornos se cortam em um ponto. (...) (VERA][1960)
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Para Machado ”da Geometria Plana sabemos que um angulo é caracterizado por um

par de semi-retas de origem no mesmo ponto.” (MACHADO| 1994)

Angulo é a regiao compreendida entre duas semi-retas de mesma origem. Temos duas
regioes, convexa chamada de angulo interno, e a nao convexa que € a regiao externa do

angulo.

Figura 9 — Angulo, duas semiretas de mesma origem

Ponto exterior A

«—— Ponto interior

B

Fonte: Autor

Na figura acima, o ponto interior esta na regiao convexa do angulo, e o ponto exterior
na regiao nao convexa do angulo. Lembrando que a soma dos angulos interno e externo é
360°.

A o
Indica-se: AOB, ou ZAOB; em que OA e O@ sao semiretas de mesma origem, que

neste caso é o ponto O, que é o vértice do angulo;

A unidao do conjunto dos pontos interiores com as semiretas de mesma origem,

constituim-se a regiao angular.

2.3.1 O Sistema Sexagesimal (Sistema Graus)

A astronomia atingiu o seu apice em Alexandria com Hiparco, no século 2° a.c.
Influenciado pelos Babilonios, Hiparco utilizou a base 60, pois possuia muitos divisores
naturais. Utilizando essa base de contagem, Hiparco dividiu uma circunferéncia em 360

partes iguais. Ou seja 360°.
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Figura 10 — Um grau

1
0= — d(
=360 9*

circunferéncia

Fonte: Autor

MULTIPLOS E SUBMULTIPLOS DO GRAU

Uma unidade de grau pode ser divida em 60 partes que chamaremos de minutos. Ou

ainda: 1 grau corresponde a 60 minutos.
1° =60’

De forma andloga, uma unidade de minuto submultiplo do grau pode ser divida em 60

partes que chamaremos de segundos. Ou ainda: 1 minuto corresponde a 60 segundos.

1 = 60"

2.3.2 O Sistema Radianos

A medida de um angulo no sistema radianos é a razao entre o comprimento do arco
que este angulo determina sobre qualquer circunferéncia de centro no vértice do angulo e

a medida do raio da referida circunferéncia.

Figura 11 — Radianos

AB

a= = (em radianos)

Fonte: Autor

Utlizaremos para este estudo o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio
em graus, embora possa ser usado em radianos também, bastando apenas transformar

radianos em graus. Lembrando que 7 radianos corresponde a 180°.
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2.3.3 Tipos de Angulos

Utilizaremos neste topico a abertura angular no sentido anti-horério.

1. Angulo agudo:

A sua medida estd entre 0 e 90°.

Figura 12 — Angulo agudo

.,

Fonte: Autor

2. Angulo reto:

A sua medida ¢é igual a 90°.

Figura 13 — Angulo reto

Fonte: Autor

3. Angulo obtuso:

A sua medida estd entre 90° e 180°.

Figura 14 — Angulo obtuso

NN

Fonte: Autor
4. Angulo raso:
A sua medida é igual a 180°.

Figura 15 — Angulo raso
£

< >

Fonte: Autor
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D. Angulos complementares:

Sao dois angulos cuja soma das medidas é 90°.

Figura 16 — Angulos complementares

a o+ f = 90°

b

Fonte: Autor

Assim, o complemento de um angulo de medida x é: 90° — x

6. Angulos suplementares:

Sao dois angulos cuja soma das medidas é 180°.

Figura 17 — Angulos suplementares

M o+ B =180°

- >

Fonte: Autor

Assim, o suplemento de um angulo de medida x é: 180° — x

7. Angulos replementares:

Sao dois angulos cuja soma das medidas é 360°.

Figura 18 — Angulos replementares

[j 4 U.""ﬂ:aBUﬁ

Fonte: Autor

Assim, o replemento de um angulo de medida x é: 360° — x

8. Angulos opostos pelo vértice:
Sao dois angulos congruentes, em que os lados de um sao semi-retas opostas aos lados

do outro.
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Figura 19 — Angulos opostos pelo vértice

L1 § \J
o=

Fonte: Autor

2.3.4 Geometria aplicada no problema

Serd apresentado apenas a introducao da geometria, cujos conceitos basicos sao ne-
cessarios para a abordagem e desenvolvimento da féormula que mede o menor angulo
formado pelos ponteiros de um relégio, como veremos nos capitulos subsequentes.

Diversos autores, como Pavanello (1995), colocam a Geometria como importante ramo
da Matematica para o desenvolvimento de capacidades intelectuais, como a percepcao

espacial, a criatividade, o raciocinio hipotético-dedutivo. Deste modo a autora nos expoe:

“a Geometria oferece um maior nimero de situacoes nas quais o aluno
pode exercitar sua criatividade ao interagir com as propriedades dos
objetos, ao manipular e construir figuras, ao observar suas caracteristicas,
compara-las, associd-las de diferentes modos, ao conceber maneiras de
representé-las.” (PAVANELLO) 1995)

Segundo Deguire (1994,p.73) existem muitas razoes para que se estude Geometria nas
séries iniciais e de Ensino Médio. Uma delas é a oportunidade que a Geometria oferece de

“ensinar a resolver problemas” e “ensinar para resolver problemas”,

“...ensinar a resolver problemas ultrapassa a mera resolucao de problemas
para incluir a reflexao sobre processos de resolucao, objetivando coligir
estratégias de resolucao de problemas que poderao ser iiteis posterior-
mente; ensinar para resolver problemas envolve o ensino do contetido
de uma maneira significativa, de modo que passe a ser utilizado em
outros problemas e aprendizados. Uma maneira, pelo menos, de ensinar
para resolver problemas consiste em desenvolver o contetido a partir de
episddios de resolucdo de problemas.” (DEGUIRE] [1994]))

E recomendével também a utilizacao da tecnologia para promover o melhor entendi-

mento do aluno, neste sentido, Soares (2009) aduz:

“E necessério criar novos processos e métodos para o trabalho pedagégico,
investindo nas tecnologias de informacao e comunicagao, adequando-as ao
atendimento destas necessidades de demanda, utilizando-as especialmente
como ferramenta a servico da formacao permanente e continuada das
pessoas na busca do conhecimento. A utilizacdo das tecnologias, em
especial do computador, exige das instituicoes de ensino e dos docentes
novas posturas frente ao processo de ensino e de aprendizagem. Essa
educagao necessitard de um professor mediador do processo de interagao
tecnologia/aprendizagem, que desafie constantemente os seus alunos com
experiéncias de aprendizagem significativas, tanto presenciais como a
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distancia. A revolucdo tecnolégica produziu uma geragao de alunos que
cresceu em ambientes ricos de multimidia, com expectativas e visao de
mundo diferente de geragoes anteriores. Assim, possivelmente a revisao
das praticas educacionais constitui-se como esséncia para que possamos
dar-lhes uma educagao apropriada.” (SOARES] [2009)

Como observado, a Geometria é um valioso conteido matematico servindo de suporte
também para outras areas da matemaética, na busca do desenvolvimento do raciocinio

construtivo e dedutivo. Como neste trabalho em apresentacao.
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3 RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

Neste capitulo, sera trabalhado a resolucao de problemas envolvendo o angulo formado
pelos ponteiros de um relégio, usando abordagens tradicionais com a relacao de Grandezas
e Medidas por regra de trés simples, e em seguida, a abordagem légica utilizadas como
método de resolucao sugeridos nos livros didaticos de ensino fundamental e médio sobre o
tema.

Tais conhecimentos, servirao como bases para a construcao do modelo matemaético para
resolucao dos problemas de modo a favorecer o desenvolvimento do raciocinio matematico.
Buscando fortalecer os conceitos que envolvem os problemas em questao, que neste caso, é
a utilizacao de regra de trés simples com suas relagoes com os ponteiros de um reldgio e seus
respectivos angulos provocados pelos deslocamentos destes ponteiros. Pretende-se aqui
explorar a construcao e oferecer ao professor, além do tradicional, um modelo matemético
de modo a ampliar as possibilidades para resolucao destes problemas que envolvem o tema.

Os livros de ensino fundamental e médio abordam o tema de forma tradicional,
utilizando as relacoes entre o deslocamento dos ponteiros e o angulo entre eles. Vamos
construir tais relagoes. Conforme afirma TEZZI(1997,p.8,ex.c.15), na questao extraida de

seu livro, mesmo com imagem com baixa resolucao:

Figura 20 — Exercicio do livro de Gelson IEZZI letra a

€15 Calculsr o menor dos angulos formados peles ponteiros de um reidgio que estd assi:
nalando:

al 1k bl 1h15mn: cl 1 140 mun.

Solugso

al MNotemo: que os numeros do mostra
dor de um reldgio estdo colocados
em pontos gque dividem a circunferan-
cip em 12 partes igusis, cads uma das
guais mede 30%. Assim, & 1 h o3 pon-
teiros do reldgio formam um angula
convexo de 307,

Fonte: IEZZI, Gelson. Fundamentos da Mateméatica Elementar-Trigonometria.
V.3.2%digao. Sao Paulo: Atual, 1977.Exercicio c-15.a). p.8) (IEZZI, [1997)

Assim como Gelson IEZZI, neste exemplo anterior da questao 15 na letra a), e nas
resolugoes, letra b) e ¢), nos livros didéticos de uma forma geral, os autores tratam o

assunto muitas vezes apenas em questoes resolvidas e alguns nao apresentam teoria. Muitos
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Figura 21 — Exercicio do livro de Gelson IEZZI letras b e c

b] Ssbemos gue em B0 minuos o pon:
leine pequend percarre wm inguio de
30°, entiio em 15 minutos ele PeErCoe
i wim angulo & tal gue:

1] g

15 &
portanio & = 7.8% = 7930°,
Agam, LeMos:
¢« 60" == 60" - 7°30" = 52730,
b Motermos gue em 40 minutos o pan

Ieirs pequend percorre o angulp
tal gue:

g

4 (78]
portanta - 20°
Agsim, temos:
$ = iB0° + B = 160° » 207 - 1707
iria minda
¢ = 180" = 4 = 180" - 10 = 170°.

Fonte: TEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar-Trigonometria.
V.3.2%edicao. Sao Paulo: Atual, 1977.Exercicio c¢-15. p. 8-c

autores nacionais, abordam o tema de modo tradicional por regra de trés simples, com
relagoes entre os ponteiros do relégio e o angulo correspondente em graus. Tais como:
Luis Roberto Dante; (DANTE] [2014)), Manoel Paiva (PAIVA] [2005), Elon Lages Lima;
(LIMA] [2007), Osvaldo Dolce (DOLCE] [1993), Giovanni; (GIOVANNTI, [1992)), Bianchini;
(BIANCHINI EDWALDO E PACCOLA| [1990), Bucchi; (BUCCHI, [1998)), Do Carmo,
Morgado (CARMO MORGADO, 1992)), e outros.

Desenvolvendo o tema temos: como o relégio é dividido em 12 partes, ou seja 12 horas,
e ainda uma volta completa é 360°, entao ao dividirmos 360° por 12 horas teremos 30°.
Ou seja:

A cada uma hora o ponteiro das horas desloca-se 30°.
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(dividindo por 60) temos:

Temos mais uma relagao que é transformando as horas em minutos.
Como a cada uma hora o ponteiro das horas desloca-se 30°, e transformando horas

para minutos, temos que a cada 60 min. equivale a 30°. ou seja:

lhora — — — — — 307

60min — — — — — 30°
(dividindo por 60) temos:

lmin — — — — — 0,5°

Ou seja a cada um minuto o ponteiro das horas desloca-se 0,5°.

Observe entao a construcao do nosso primeiro exemplo no qual sera utilizado esta

ultima relagao (1 min — 0,5° )

3.1 Problemal

Qual é o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio quando marca 1h20min?
A abordagem tradicional:

Resolucao:

Figura 22 — Relégo 1h20min

Fonte: o autor
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Analisando a figura anterior que representa o relogio, e utilizando os conceitos basicos
de Geometria, podemos observar que o ponteiro dos minutos encontra-se no ntimero 4 e
o das horas, que inicialmente estava sobre o niimero 1, deslocou-se para a direita, pois
passaram 20 minutos. Chamaremos este deslocamento para a direita dos ponteiros como
deslocamento no sentido horario. Lembrando que como é um sistema de engrenagens,
o deslocamento do ponteiro dos minutos provoca o deslocamento do ponteiro das horas.

Deste modo do niimero 1 ao 4 no relégio temos uma abertura angular igual a 90°. Logo:

A soma dos angulos a + o = 90°.

Recordando entao, no ponteiro das horas temos que uma hora corresponde a um
deslocamento de 30°, entao podemos dizer que em 60 minutos o ponteiro das horas desloca-
se 30°, e simplificando essa expressao temos a seguinte relacao: 1 minuto equivale a 0,5°,

veja algebricamente:

lhora — — — — — 30°

60min — — — — — 307
(dividindo por 60) temos:

lmin — — — — — 0,5°

Logo, se 1 minuto desloca o ponteiro das horas em 0,5°, quanto deslocara em 20 minutos?

Utilizando a regra de trés simples obtemos:
a.lmin. = 0,5°.20min.

a = 10°

Com o valor de a calculado, e pela interpretagao geométrica dos ponteiros desse relégio,
com relagao ao angulo agudo formado pelos ponteiros das horas e minutos, podemos

afirmar que:
a+a=90°

a = 90°-a
a=90° —10°
o = 80°

Logo, o angulo agudo formado pelos ponteiros de um relégio ao marcar 1h20min. é 80°.
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A abordagem logica:

Com a abordagem logica, é possivel trabalhar este exemplo apenas raciocinando com as
relacoes existentes entre os ponteiros e o angulo de deslocamento. E sempre recomendado
este tipo de analise com o aluno, para que possa interpretar e construir seu raciocinio
para resolver as questoes de forma logica. Observe que 20 minutos é 1/3 da hora, entao
o ponteiro das horas desloca-se 1/3 de 30°, que é 10°. Dai teremos, pela interpretacao
geométrica, observando o menor angulo entre os ponteiros do relégio, que 10° + a = 90°.

Logo, a = 80°. Resposta: a = 80°.

3.2 Problema 2

Qual é o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio quando marca 1h50min?

A abordagem tradicional:

Figura 23 — Relégio 1h50min

Fonte: o autor

Fazendo a mesma analise que do problema 1, para o ponteiro das horas teremos sempre
a relacao que 1 minuto equivale a um deslocamento de 0,5°, entao em 50 minutos, utilizando

regra de trés simples qual serd o deslocamento angular?

Obtemos:

a.lmin. = 0,5°.50min.
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a = 25°

Pela interpretagao geométrica dos ponteiros desse relégio, podemos afirmar que:

a—a=90°
a=90°+a

a = 90° + 25°
a = 115°

Logo, o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio ao marcar 1h50min. é 115°.

A abordagem logica:

Observe que 50 minutos é 5/6 da hora, entdao o ponteiro das horas desloca 5/6 de
30°, que é 25°. Dai teremos o menor angulo observado na figura deste exemplo que:
a = 90° 4 25°.

Resposta: a = 115°.

Os exemplos 1 e 2, mais simples, sao introdutérios para o tema, e o método de resolucao
pela regra de trés ou abordagem légica tornam-se ferramentas comuns para resolver estes
problemas de forma relativamente simples, claro que requer bom entendimento por parte do
aluno. Porém as questoes mais complexas exigem bem mais do aluno para a resolucao. O
proximo exemplo foi o que me levou a estudar o modelo matematico que sera demonstrado

no proximo capitulo.

3.3 Problema 3

Que horas sao quando os ponteiros de um relégio estao sobrepostos entre 5 e 6 horas?

A abordagem tradicional:

Resolucao:

Considere as variaveis = e y a seguir:

. y o angulo do deslocamento do ponteiro das horas em graus.

. = o deslocamento em minutos.
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Figura 24 — Relégio com ponteiros sobreposotos entre 5 e 6 horas

Fonte: o autor

No ponteiro das horas (primeira equagao), temos:

(25 +x)min — — — —y
y=10,5°(25+x)
(25 + 1) = /0,5

No ponteiro dos minutos, como ja mostrado anteriormente, utilizaremos a relagao:
quando o ponteiro dos minutos completa uma volta temos: 60 minutos equivalendo a 360°.

Simplificando por 60 em ambos os lados encontramos:

(25 4+ x)min — — — — 150° + y
150° + y = 6°.(25 + )
(segunda equagao)

Substituindo o valor de (25 + z) da primeira equagdo na segunda equagao, temos:

150° +y = 6°.(25 + z)



Capitulo 3. RESOLUCAO DOS PROBLEMAS 41

150° + y = 6°.y//0, 5°

lembrando que 6°.y/0,5° = 6°. y/(1/2) = 6°.y.2 = 12°.y, logo:

150° +y = 12°y
11.y = 150°
y = 150°/11

Voltando na primeira equacao, temos:
25 +x =1y/0,5°

2 +x =2y

Substituindo o valor de y, temos:
25 + x = 2.(150°/11)
multiplicando ambos os membros por 11 temos:
275 4+ 11.z = 300°

x =25/11
x = 2,2727272..min.

em minutos, transformando 0,2727272 ... para segundo, temos: x = 2min e 16seg.
aproximadamente. Como o ponteiro dos minutos deslocou 25 + z minutos, logo sao
aproximadamente 5h27minl6seg.

Resposta: 5h27minl6seg.
A abordagem logica:

Neste caso, a abordagem légica é um pouco mais trabalhosa. Sigam os passos:
Sejam:

a: o angulo do deslocamento do ponteiro dos minutos.

b: o angulo do deslocamento do ponteiro das horas.

m: o deslocamento em minutos.
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Figura 25 — Ponteiros sobrepostos

Fonte: o autor

Ja vimos que 1 minuto corresponde a 6°, no ponteiro dos minutos, entao temos:

(m)min — — — — a
logo
a=6°m
Em que, m é o nimero de minutos que desloca o ponteiro dos minutos, e a é o grau
deslocado pelo ponteiro dos minutos, que neste caso é maior que 150°.
Ja vimos também a relagao para o ponteiro das horas: 1 minutos corresponde a 0,5°,

logo para cada grau (b) deslocado do ponteiro das horas, temos:

(m)min — — — — b

logo
b=10,5"m

Em que, m é o nimero de minutos que desloca o ponteiro das horas, e b é o grau
deslocado pelo ponteiro das horas.

E ainda, o angulo formado pelo deslocamento do ponteiro dos minutos menos o angulo
formado pelo deslocamento do ponteiro das horas é 150° (como podemos observar na figura
anterior), entao temos:

a—b=150°
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6°.m — 0,5%m = 150°
5,5%m = 150°
m = 150°/5,5°
m = 27minl6seg.

Resposta: bh27minl6seg

Este problema resolvido anteriormente é bem mais interessante do que os dois primeiros,
e aqui foi abordado de duas maneiras, em que uma abordagem completa a outra. Apds
este problema, veremos a construcao de um modelo matematico para determinar o menor
angulo formado pelos ponteiros de um relégio. A grande vantagem desta formula é que
facilita muito o cdlculo mesmo nas questoes mais complexas. Ao mesmo tempo que esse
método, que ainda serd abordado, é muito mais simples. Porém, os livros de ensino
fundamental e médio nao abordam essa féormula. O fato é que apds a demonstragao,
sera testado a formula em questoes faceis, médias e dificeis. Serao resolvidas as questoes
anteriores com a féormula e a devida comparacao com os métodos anteriores, e também

questoes de vestibulares e de concursos piiblicos sobre o tema.
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4 DESENVOLVIMENTO DA FORMULA

Neste capitulo, sera apresentado o desenvolvimento para o modelo matematico que é
abordado desde o inicio deste trabalho, apds ja serem apresentadas duas abordagens para
resolucao das questoes, sendo uma tradicional e outra légica, ambas utilizando conceitos
matematicos que foram trabalhados pelos alunos em anos anteriores em que, apods a
releitura destes problemas, recomenda-se a abordagem do tema de forma a conduzir a
construgao da férmula proposta e posteriormente o teste nas questoes evidenciando uma
maneira a mais para resolucao dos problemas sobre o assunto.

No teste com a féormula, as questoes serao geralmente escritas e resolvidas em 4 ou
5 passos, mostrando uma grande vantagem em resolver as questoes com sua aplicacao.
Lembrando que o que se pretende neste estudo é apresentar uma forma a mais e nao
a substituicao de um método por outro. E recomendado entdo, as abordagens iniciais
conduzindo o aluno para o modelo matematico e pelo menos uma questao mais dificil
deste assunto deve ser feito com a regra de trés e abordagem logica.

Este processo utiliza conceitos e procedimentos da Algebra e da Aritmética, Grandezas
e Medidas e ainda a Geometria, para interpretar e construir o modelo proposto para
resolver os problemas que envolvem angulo entre ponteiros de um relégio e permite analisar
os resultados em comparacao com métodos diferentes, abordando suas competéncias e
habilidades recomendadas na BNCC.

A Matemaética ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, estimulando a
forma de pensamento nos diversos desafios e construgoes dos modelos matematicos para
resolucao de problemas, além de ser uma ferramenta para tarefas especificas em quase

todas as atividades humanas. Assim, a BNCC, recomenda:

Em seu papel formativo, a matemética contribui para o desenvolvimento
de processos de pensamento e a aquisi¢cao de atitudes, cuja utilidade e
alcance transcendem o ambito da prépria matematica, podendo formar
no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de
investigacao, proporcionando confianga e desprendimento para analisar e
enfrentar situagoes novas, propiciando a formacao de uma visdo ampla
e cientifica da realidade, a percepgao da beleza e da harmonia, o desen-
volvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais. (BRASIL,
1999))

Deste modo, o estudo da Matematica pode preparar o estudante para diversos desafios
diarios, que vao além da propria Matematica, melhorando a capacidade para tomada de

decisoes importantes em sua vida.
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4.1 Demonstracio da férmula

Utilizaremos a Geometria para elaborar a equacao que resultard no modelo proposto:
Considere os ponteiros de um relégio marcando uma hora qualquer. Com a andlise
dos deslocamentos dos ponteiros podemos observar relacoes entre os ponteiros e o menor
angulo formado. A construgao a seguir utiliza as abordagens expostas neste trabalho

anteriormente.
Sejam as variaveis:

h: n° de horas; para h =0, 1, 2, ... , 11;

m: n° de minutos, param =0, 1, 2, ... , 59;
a: deslocamento do ponteiro dos minutos em graus: (lmin — — — 6°);
b: deslocamento do ponteiro das horas em graus: (Imin — — — 0,5°);

Figura 26 — Relogio para a demonstracao

Fonte: o autor

Temos que para cada hora deslocada, o ponteiro das horas percorre 30°, entao o
deslocamento angular do ponteiro das horas, desde a origem (12horas), sera representado
como 30°.h. Na mesma relagdo (1h corresponde a 30°), ao transformarmos a hora em
minutos, 60 minutos correspondendo a 30°, ou ainda, dividindo por 60 temos: 1min para
cada 0,5° no ponteiro das horas, logo a relagao: b = 0,5°.m. Analisando o ponteiro dos
minutos, ou seja 60 minutos corresponde a 360°, e dividindo por 60 temos: 1min para

cada 6° no ponteiro dos minutos, logo a relacao: a = 6°.m.
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Na figura acima temos a relacao geométrica dos angulos, que sao congruentes:

30°h+b=a+a
30°.h +0,5°m = a+ 6°.m
30°.h +0,5%m — 6°.m = «
a=30°h—5,5m
Em valor absoluto temos:
a =130°.h— 5,5%m)|
Parah=0,1,2,... ,11lem=0,1,2, ... , 59

Com o desenvolvimento do trabalho até aqui, ao qual ja se propos métodos de resolucao
para tais questoes sem este método recém demonstrado acima, deve-se ressaltar que a
formula que mede o menor angulo dos ponteiros do relégio, torna a resolugao bem mais
simples, igualando em termos de passos a serem realizados as questoes faceis e dificeis.
De modo que testaremos as questoes anteriores ja resolvidas e suas devidas comparagoes
com os trés métodos utilizados, evidenciando como fica mais simples a aplicacao com
esta formula, e ressaltando mais uma vez que o trabalho nao propoe a substituicao e sim

acrescentar mais uma alternativa ao trabalho do professor.

4.2 Retomando o Problema 1

Os préoximos exemplos retomaremos as mesmas questoes ja abordadas neste estudo.
Porém agora utilizaremos o modelo proposto que é a formula para determinar o menor
angulo formado pelos ponteiros de um relégio. Tal aplicagao é que motivou o estudo para
este trabalho, pois além de tornar a resolucao mais rapida, nao consta nos livros. Vejamos

o primeiro exemplo:

Qual é o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio quando marca 1h20min?

Utilizando a férmula teremos:
a = [30°.h=5,5.m|
a = [30°.1-5,5.20|
a = (30°-110°|
a = |-80°

portanto « = 80°, Resposta: 80°

Na figura a seguir temos a representacao:
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Figura 27 — Relégio 1h20min

Fonte: o autor

4.3 Retomando o Problema 2

Qual é o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio quando marca 1h50min?
Utilizando a férmula teremos:

Como a férmula envolve o deslocamento do ponteiro dos minutos e das horas, entao o
resultado pela formula neste caso, é o replemento de «, ou seja, o resultado serda o angulo
de deslocamento formado pelos ponteiros ou varredura, por isso escrever o angulo como
360° - a. Como foi pedido o angulo menor, usaremos entao 360°—a que é o replemento de
a.

Podendo também pela féormula calcular o angulo e posteriormente utilizar seu reple-
mento, pois o que se busca na questao é o menor angulo formado pelos ponteiros do relégio.

Aqui utilizaremos 360° — «.

Logo o angulo a é o menor angulo procurado. Entao:
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Figura 28 — Rel6gio 1h50min

Fonte: o autor

360°— o = [30°.h— 5,5.m|
360°— o = |30°.1- 5, 5.50|
360°- a = [30°- 275°|
360° o = 245°
— o = 245°— 360°

portanto « = 115°, Resposta: a = 115°.

4.4 Retomando o Problema 3

Que horas sao quando os ponteiros de um relégio estao sobrepostos entre 5 e 6 horas?

Utilizando a férmula, com o angulo dos ponteiros igual a zero pois estao sobrepostos,
teremos:
a = [30°.h — 5,5.m|

a =305 - 5,5.m|
0 = |150° — 5,5.m|
5,5.m = 150°

m = 150°/5, 5
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m = 27,272727...

Aproximadamente:

m = 27minl6seg

Resp: 5h27minl6seg

Pelos exemplos anteriores, fica claro que a utilizacao desta férmula facilita encontrar
o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio. Embora tal fato acontega o
aluno deve saber encontrar o resultado também pela regra de trés, ou até nos casos mais
simples pela “abordagem logica” apresentada. Utilizando a féormula podemos resolver as
questoes que seriam mais trabalhosas com a regra de trés simples. Segue um exemplo Extra

resolvido com a férmula, e em seguida pela abordagem tradicional para devida comparacao:

4.5 Extra: Problema 4

Entre as 15h e 16h, os ponteiros de um reldgio formam um angulo de 25°. Pede(m) —
se o(s) horério(s) exato(s) indicado(s) pelo relégio.
Aplicando a féormula, com o angulo dos ponteiros igual a 25°, e ainda transformando
15 e 16h para 3 e 4 horas respectivamente, teremos duas possibilidades, pois a relagao é
modular:
a = |[30°h - 5,5°.m)|
25° =130°.3 - 5,5%.m|
252 = 190° — 5,5%.m)|
temos duas possibilidades, a primeira, vamos considerar o valor do moédulo positivo,
entao:
252 =90° — 5,5°m
5,5%m = 90° — 25°
m = 65°/5,5°
m = 11,818181...
Transformando 0,818181... minutos para segundos bastando multiplicar por 60, teremos:

0,818181 ... = 49,09 seg. Logo a primeira possibilidade ¢ 3h11min49seg aproximadamente,

ou como proposto no problema aproximadamente 15h11min49seg.

Na segunda possibilidade, como a equacao é modular devemos analisar o valor negativo

para o resultado do médulo, que é:

—252=90° — 5,5%.m
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5,5%m = 90° + 25°
m = 115°/5,5°
m = 20,909090...

Transformando 0,909090... minutos para segundos teremos: 0,909090 ... = 54,54 seg.

Logo a segunda possibilidade é 3h20min54seg aproximadamente.

Responta: 15h11min49seg ou 15h20mind4seg

4.5.1 Resolvendo o mesmo problema pelo método tradicional

Entre as 15h e 16h, os ponteiros de um reldgio formam um angulo de 25°. Pede(m) —

se o(s) horério(s) exato(s) indicado(s) pelo relégio.

Pelo enunciado temos duas possibilidades para formar um angulo de 25° entre os
ponteiros das horas e minutos, a primeira quando o ponteiro dos minutos esta antes dos
ponteiros das horas e a segunda quando o ponteiro dos minutos estda depois do ponteiro
das horas. E necessédrio a interpretacao nos dois casos utilizando a Geometria. Na primeira

possibilidade podemos observar o relégio a seguir para construir as relacgoes:

Figura 29 — Primeiro caso

Fonte: o autor

Na figura acima, considere:
a: deslocamento angular do ponteiro dos minutos;
25°: angulo entre os ponteiros;

b: deslocamento angular do ponteiro das horas apds as 15 horas.
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No ponteiro das horas temos:

ou seja:

Logo b = 0,5°.x, com X em minutos.

No ponteiro dos minutos temos:

ou seja:

Logo a = 6°.x, com x em minutos.

Neste caso, observando a figura 29, temos a relagao angular:

a+25=90°+0

substituindo os valores de a e b temos:

6°.x 4+ 25° = 90° + 0,5°.x

6°.7 — 0,5%7 = 90° — 25°

5,5%x = 90° — 25°

x = 65°/5,5°

r =11,818181...

X em minutos.

Aqui em diante, transformando 0,818181... minutos para segundos (multiplicando por

60) teremos: 0,818181 ... = 49,09 seg. Logo a primeira possibilidade é 3h11min49seg

aproximadamente, ou como proposto no problema aproximadamente 15h11min49seg.

Na segunda possibilidade temos:
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Figura 30 — Segundo caso

Fonte: o autor

Observando a figura acima temos a relacgao:

a =90+ b+ 25°
a=115°+1b
a—b=115°

substituindo os valores de a e b temos:
6°.x —0,5°% 2z = 115°

5,5%.2 = 115°
x = 115°/5,5°
z = 20, 909090...

X em minutos.

Transformando 0,909090 ... minutos para segundos teremos: 0,909090 ... = 54,54...
seg, aproximadamente.

Logo a segunda possibilidade é 3h20min54seg aproximadamente.

Responta: 15h11min49seg ou 15h20minH4seg

Na comparacao com os métodos existentes podemos observar que com o utilizacao da
formula, nao é necessario o entendimento prévio da localizacao dos ponteiros do reldgio, uma
vez que a formula ja estd pronta e basta uma substituicao das variaveis para a resolucao.
Nesta questao, para a resolucao da equagao modular é necessario andlise dos valores positi-

vos e negativos ao retirar o médulo. Ou seja, é seguir a formula e o devido célculo algébrico.
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Na utilizagao do método tradicional, com a regra de trés simples, a resolucao da questao
depende da correta interpretacao das relagoes existentes entre os ponteiros e o deslocamento
angular, bem como a devida resolugao. Os dois modelos devem ser abordados. Porém
como comparacao entre os métodos, fica claro que a utilizagdo da férmula é mais rapida e
mais simples.

Ressaltando que um dos motivos do presente estudo é o fato desta relacao nao constar
nos livros. Nao se trata de um modelo inédito, é sabido por muitos colegas professores.
Porém, por nao constar nos livros de ensino fundamental e médio, a tendéncia é o professor
nao saber desta forma de abordagem, que neste caso é muito util apés todo o procedimento

para o modelo matematico.

4.6 Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias - ENEM

De acordo com a Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira - INEP, do Ministério da
Educacao. Estao presentes nste estudo, a abordagem das competéncias nas areas 2, 3, 4 e
5 nas Habilidades 7, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22 e 23, que estao listadas a

seguir conforme as normas do INEP:

Competéncia de drea 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar
a leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

Competéncia de area 3 - Construir nogoes de grandezas e medidas para
a compreensao da realidade e a solucao de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relages entre grandezas e unidades de medida.
H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medigdo na construcdo de um argumento
consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervengao na realidade utilizando conheci-
mentos geométricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 - Construir nogoes de variagao de grandezas para
a compreensao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.

H15 - Identificar a relagao de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situagao-problema envolvendo a variagao de grandezas,
direta ou inversamente proporcionais.

H17 - Analisar informacoes envolvendo a variacao de grandezas como
recurso para a construgao de argumentagao.

H18 - Avaliar propostas de intervengao na realidade envolvendo variagao
de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem
variaveis socioecondémicas ou técnico-cientificas, usando representagoes
algébricas.



Capitulo 4. DESENVOLVIMENTO DA FORMULA o4

H19 - Identificar representagoes algébricas que expressem a relagao entre
grandezas.

H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos
algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para
a construgao de argumentagao.

H23 - Avaliar propostas de interven¢ao na realidade utilizando conheci-
mentos algébricos. (INEP| 2019))

Todas as competéncias e habilidades descritas se aplicam neste trabalho mesmo sendo
em um tema muito especifico, que é o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio,
desde abordagens tradicionais, logicas e dedutivas, e ainda a condugao para a demosntracao
da féormula que resolve problemas envolvendo o tema.

Os conhecimentos adquiridos pelo aluno no ensino fundamental fornecem a base para
o trabalho do professor neste assunto. O aluno devera conhecer os tipos de angulos,
utilizar transferidor e compasso se for necessario o desenho, regra de trés simples, sistema
de medidas com horas, minutos e segundos e o sistema em graus com seus respectivos
submuiltiplos, bem como identificar as horas em um relogio. Neste sentido, espera-se que
o aluno possa entender e elaborar modelos matematicos com angulo e deslocamento de
seus ponteiros, resolver os problemas propostos por abordagens tradicionais e légicas, apli-

car o modelo matematico e responder as horas com ou sem a féormula proposta neste estudo.
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5 RESOLUCAO DE PROBLEMAS:

Neste capitulo, estao propostos exercicios introdutorios comuns, alguns de Vestibulares
e outros de Concursos Publicos com sua devida resolucao pela férmula proposta pelo
trabalho. Tais resolucoes serao apenas pelo modelo matematico proposto, pois possibilita
a resolugao de forma mais simples e com isso, diminuindo provaveis erros que poderiam
ocorrer, uma vez (ue em poucos passos normalmente o problema é resolvido. Lembrando
que tal férmula deve ser considerada como mais uma possibilidade para o professor

trabalhar em suas aulas.

5.1 Questoes Introdutdrias

QUESTAO 01

Determine o menor angulo formado entre os dois ponteiros de um relégio que marca 4h 06
min.

Resolucao:

a = |30°.h-5,5.m|

a = [30°.4-5, 5.6

a = |120°-33°|

a = |87°

portanto « = 87°

QUESTAO 02

Entre as 15h e 16h, os ponteiros de um relégio estao sobrepostos. Qual o horédrio aproximado
marcado pelo relégio?

Resolucao:

Como os ponteiros do relégio apresentam apenas valores de 1 a 12, consequentemente
temos que 15h sdo 3 horas da tarde e 16h sao 4 horas da tarde. Logo: o = [30°.3-5,5.m|
0 = [90°-5, 5.m|

0 =90°-5,5.m

5,5.m = 90°

temos: m = 16, 363636....min.

Em que: 0,36 minutos é 21,6 segundos por regra de trées simples. Portanto, desprezando

os décimos de segundo, temos aproximadamente 3 horas 16 minutos e 21 segundos.

Resposta: Aproximadamente: 15h16min21seg
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QUESTAO 03

Um homem inicia viagem quando os ponteiros das horas e dos minutos coincidem entre 8
h e 9 h e termina a viagem, no mesmo dia, quando os ponteiros coincidem entre 14 h e 15
h. Quanto tempo durou essa viagem?

Resolucao:

No inicio da viagem temos: « = |30°.h—5,5.m|

0 = [30°.8-5,5.m|

0 = 240°-5,5.m

5,5.m = 240°

temos : m = 43,636363....min.

Em que: 0,63 minutos é 37,8 segundos por regra de trés simples. Portanto, temos aproxi-

madamente 8 horas 43 minutos e 38 segundos

No término da viagem, transformando 14h para 2h e 15h para 3h temos: « = |30°.h—5,5.m)|
0 = [30°.2-5, 5.m|

0 =60°-5,5.m

5,5.m = 60°

temos : m = 10,909090....min.

Em que: 0,90 minutos é 54 segundos por regra de trés simples. Portanto, temos aproxima-
damente 14 horas 10 minutos e 54 segundos

Logo, o tempo de viagem ¢ dado pelo horario do término menos o horario do inicio:
14h10min54seg - 8h43min38seg = Hh27minl6seg aproximadamente.

Resposta: 5h27min16seg.

5.2 Questdes de vestibulares

QUESTAO 04

(FUVEST-SP-1977) O angulo agudo formado pelos ponteiros de um relégio a 1 hora e 12
minutos é:

a) 27° b) 30° ¢) 36° d) 42° e) 72°

Resolucao:

a = [30°.h=5,5.m|

a =[30°.1-5,5.12]

a = |30°-66°|
a = |[-36°|
o= 36°

Resposta: Letra c
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QUESTAO 05 (ITA - 1973)
Entre 4 e 5 horas o ponteiro das horas de um reldgio fica duas vezes em angulo reto com o
ponteiro dos minutos. Os momentos destas ocorréncias serao:
a) 4h 5.(2/11)min e 4h 38.(5/11)min
b) 4h 5(5/11)min e 4h 38(2/11) min
c¢) 4h 5(5/11)min e 4h 38(5/12)min
d) 4h 5(3/11)min e 4h 38(7/11)min
e) n.d.a
Resolucao:
Pela férmula: « = |30°.h=5,5.m|
90° = [30°.4-5, 5.m|
Temos duas possibilidades:

A primeira:

90? = 120°-5,5.m

5,5.m = 30°

temos:
m = 5,454545....min.

Em que: 0,45... =45/99 = 5/11
Portanto, temos aproximadamente 4 horas 5(5/11) min.
A segunda:
—90? = 120°-5,5.m

5,5.m = 210°
Temos: m = 38,181818.... min. Em que: 0,18... = 18/99 = 2/11

Portanto, temos aproximadamente 4 horas 38(2/11) minutos. Resposta: letra b

QUESTAO 06 (UFMG)

Calcule a diferenca: medida do angulo dos ponteiros de um relégio que marca 2h30min
menos a medida do angulo dos ponteiros de um relégio que marca 1h.

Resolucao:

Primeiramente faremos 2h30min:

a = [30°.h-5,5°.m)|

a = |30°.2-5, 5°.30|

a = |60°-165°|
a = |-1057|
oo = 105°

Agora, para uma hora temos exatamente 30°.
Logo, resposta: 105° - 30° = 75°
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5.3 Questoes de Concursos Publicos

QUESTAO 07 (Companhia Docas do Estado de Sao Paulo 2010/FGV)
Em um relégio de ponteiros, o ponteiro dos minutos d4 uma volta completa em 60 minutos.
Nesse mesmo periodo, o ponteiro das horas gira 30°. O menor angulo formado pelos

ponteiros do relégio as 7 horas e 20 minutos é:
a) 90°

Resolugao: Temos h = 7 horas e m = 20 minutos, logo aplicando a férmula:
a = |30°.h-5,5.m|

a = [30°.7-5,5.20|
a = [210°-110°|
a = 100°

Resposta: letra b

QUESTAO 08 (Assistente Legislativo — Camara Municipal de Registro-SP 2016/ VUNESP)
Quando um reldgio de ponteiros marca 4 horas, o menor angulo formado entre os ponteiros
dos minutos e das horas é 120°. O tempo que ira se passar até que o angulo formado entre
esses ponteiros seja igual a 180° é, aproximadamente,

a) 30 min

b) 36 min 30s.

¢) 42 min

d) 54 min 30s

e) 60 min

Resolucao:

Observe que realmente é menos trabalhoso a utilizacao do modelo demonstrado neste
trabalho. Tais questoes se fossem resolvidas de modo tradicional, teriam uma quantidade
maior de passos, o que poderia provacar algum erro. Nesta questao, quando o relégio marca
4 horas, o ponteiro dos minutos esta sobre o 12 e o das horas esta sobre o 4, realmente
formando angulo menor de 120°. Para o ponteiro das horas e minutos realizarem angulo
de 180°, o ponteiro dos minutos deve se deslocar para a direita passando pelo ponteiro das

horas para depois realizar angulo de 180° com ponteiro das horas. Neste caso entao temos:

180° = [30°.h-5,5.m|
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180° = |30°.4-5,5.m|

Analisando o médulo para o valor positivo temos:
180° = 120°-5, 5m

5,5m = —60°,

isso resulta em m = - 10,9090... o que nao ocorre pois nao podemos ter uma medida de
tempo negativa para este tema.

Analisando o médulo para o valor negativo temos:
—180° = 120°-5, 5m

5,5m = 120° 4 180°
5, 5m = 3007,

isso resulta em m = 54,5454... minutos.

Transformando 0,5454... minutos em segundos temos:

Se um minuto corresponde a sessenta segundos, entao 0,5454... minutos com uma regra de
trés simples corresponde aproximadamente a 32,72 segundos.

Logo, quando o angulo formado entre os ponteiros for 180° o rel6gio marcara 4h 54min.
32seg. aproximadamente.

Resposta: alternativa de letra d.

QUESTAO 09

(Engenheiro — TCM-RJ 2011/FJG)

Os ponteiros de um relégio se superpoem varias vezes ao dia. O intervalo de tempo entre
duas superposicoes consecutivas é de aproximadamente:

a) 1 h 5 min 27 s

b) 1 h 6 min 12 s

¢) 1 h 7 min 31 s

d) 1 h 8 min 24 s

e) 1 h 12 min 11 s

Resolugao: Considerando a primeira sobreposi¢ao ao meio dia (12:00h) a préxima sobre-
posicao sera quando o ponteiro das horas e minutos marcar 13 horas e m minutos e s

segundos. Transformando 13:00 horas para 1 hora, temos:
a = |30%.h—5,5°.m|
0 = [30°.1-5,5°.m|
0 =30°5,5"m

5,5%.m = 30° temos : m = 5,4545....min.
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Transformando 0,4545... minutos em segundos temos: Se um minuto corresponde a
sessenta segundos, entao 0,4545... minutos com uma regra de trés simples corresponde
aproximadamente a 27,27 segundos.
logo temos: 1h 5min. 27seg. aproximadamente.

Resposta: letra a

Observacao: O livro Razonamiento Matematico - Propedéutica para las ciencias da
editora Lumbreras-2012 ”Hecho el depdsito legal en la Biblioteca Nacional del Pert”em
sua sexta edicao trouxe a féormula descrita sem o médulo e com mais de 40 exercicios
resolvidos sobre o angulo formado pelos ponteiros de um relégio, em seu capitulo VIII

como na imagem a seguir da pagina 310:



Capitulo 5. RESOLUCAO DE PROBLEMAS:

Figura 31 — Livro Peruano com descri¢ao da féormula
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Através desse trabalho, conduzido parte a parte, desde a ideia inicial, utilizando
minha prépria experiéncia em sala e a de colegas em mais de duas décadas de trabalho
como professor de ensino médio de Matematica, consegui realizar uma abordagem tedrica
metodolégica utilizando a priori uma breve evolucao histérica dessa maquina de medir o
tempo chamada relégio, e também de conceitos introdutorios de Geometria, que serviram
de bases para o estudo. Em seguida, foram apresentadas e desenvolvidas as abordagens
tradicionais, com as relacoes existentes entre os ponteiros das horas e minutos com os
respectivos graus relacionados aos seus deslocamentos, utilizando grandezas e medidas
em regra de trés simples. Em um terceiro momento a abordagem logica que estimula
o raciocinio 16gico conduzindo o trabalho do professor com interagao com os alunos de
modo a estimular o pensamento matematico critico desenvolvendo habilidades e modelos
matematicos que estao presentes nas Bases Curriculares Nacionais-BNCC.

Confirmando deste modo, o trabalho que normalmente ja é realizado em sala de aula
pelos professores, pois constam nos livros de ensino fundamental e médio esta abordagem
que chamo aqui de tradicional. E em seguida, o estudo de angulos em Geometria que
permitiu a construcao do modelo matemético utilizado neste estudo, que é a formula que
determina o menor angulo formado pelos ponteiros de um relégio. Tal construcao permitiu
analise dos métodos abordados e propondo uma ampliacao ao trabalho do professor neste
tema especifico, e produzindo resultados como o modelo mateméatico, bem como as possiveis
dificuldades enfrentadas que podem surgir e como trabalhé-las de modo a incentivar o
raciocinio critico voltado para o tema com utilizacao da Algebra, Aritmética, Grandezas e
Medidas, e ainda Geometria, além de conceitos basicos.

O Tema chama atenc¢ao por dois motivos. O primeiro é desenvolver um modelo que
possibilita encontrar a resolugao das questoes em um tunico padrao estruturado, que nao
estd nos livros didéticos, e cuja resolugao é encadeada com maior facilidade que o método
tradicional ensinado nas escolas de ensino fundamental e médio. Poder entao apresentar
uma férmula que, embora nao conste nos livros, tornou o estudo interessante para mim. O
segundo é a forma bem mais tranquila de tratar a questao, basta substituir os dados na
formula e realizar os cdlculos. Estes dois aspectos me alertaram para o presente estudo, que
me levou a estudar o modelo matematico e propor toda essa abordagem sobre o assunto,
que mesmo sendo especifico, é importante para complementar o trabalho do professor
ampliando as opgoes para a resolucao de tais problemas, que neste caso ¢ mais rapido e
mais facil, e por nao constar nos livros chama mais atencao ainda. Espero ter contribuido,
assim, para o estudo deste tema na matematica.

As dificuldades inerentes ao trabalho em sala, pode estar em uma inicial rejeicao ao
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assunto por parte dos alunos, pois, nao é comum o uso de relégios com ponteiros hoje
em dia. Porém, normalmente, observo em minha pratica pedagogica que tal rejeicao em
relagao ao estudo, é de forma geral, nao s6 em Matematica, ocorre também em outras
disciplinas. A metodologia de abordagem deste assunto deve ser programada e recomenda-
se até a utilizacao de tecnologias que mostrem o reldgio analégico com o deslocamento dos
ponteiros, bem como a variagao angular formada entre esses ponteiros. Este é um meio
de prender a atencao, mas o tema é como qualquer outro que para acontecer de forma
produtiva depende muito do modo de trabalhar do professor, bem como todos os outros
assuntos. Cabe ao professor diminuir as dificuldades e desinteresses por parte dos alunos,
como em qualquer tema. Um professor com a metodologia apurada, desenvolvida para
cada aula, consegue sucesso se conseguir prender a atencao desse aluno, ou seja, é um
trabalho extremamente dificil. Na pratica, um desafio diario.

Reforcando que o tema do trabalho, mesmo muito especifico, nao tem a pretensao de
ser uma proposta pedagdgica no qual va se substituir uma abordagem tradicional por
uma férmula, e sim, uma abordagem a mais, que mesmo com muito esforco e exemplos
descritos neste estudo, nao finalizam o tema. Embora tal abordagem deve contribuir com
a pratica do professor de matematica em sala de aula, o estudo nao esta finalizado, ou
seja, pode ser ainda mais ampliado, por pesquisadores que queiram contribuir para o
tema para o ensino fundamental e médio. Ressalto ainda que aprendi com colegas de
profissao tal férmula a mais de duas décadas, em que observo que os colegas professores
mais novos nao conhecem esta relacao, pois, realmente nao constam nos livros do ensino
fundamental e médio. Aprendendo com colegas que compartilharam conhecimento, é o
que me levou a descobrir esta formula, que por ser de facil manuseio, deve fazer parte do
trabalho do professor, sendo valiosa ferramenta principalmente para os alunos que vao
prestar vestibular ou ainda concursos publicos.

O estudo da Matematica requer muita dedicacao por parte do professor na atua-
lizagao de sua pratica pedagogica, que deve ser constantemente revista e ampliada. E
na pesquisa, pode-se contribuir muito com o trabalho em sala, detectando e apontando
caminhos que favorecam mais o ensino de Matematica como um todo. Existe um campo
infinito de possibilidades para se trabalhar com modelos matemaéticos, influenciando cada
vez mais o aprendizado, favorecendo o desenvolvimento do pensamento algébrico, deste
modo promovendo agoes que estimulem e provoquem processos de reflexao da prética da
Matematica como um todo, com o aluno e professor, fortalecendo o pensamento critico,
criativo, analitico, indutivo, metodolégico, provocando o desenvolvimento de habilidades
nos processos de investigacao e de construgao de modelos na resolucao de problemas, como
é o caso deste presente trabalho.

Aprende-se muito com o estudo na teoria e claro também com a pratica. O trabalho
aqui realizado além de exercitar meus estudos e habilidades como professor, ainda me

estimulou a continuar na investigagao de matematica, no qual tenho muito orgulho de
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concluir esta passagem pelo PROFMAT-UFTM. Aprendi muito com meus colegas com
ensinamentos valiosos em cada encontro, cada discussao em sala e fora dela, cada desafio,
cada obstaculo, cada semestre, aprendi até com a minha propria auséncia em casa, pois
nao tinha tempo para ficar com meus filhos. Foi com muito esfor¢o, me levando cada
vez mais adiante em terrenos que antes nao eram nem percebidos por mim, que consegui
vencer mais esse obstaculo gigantesco. Sinto-me honrado por concluir esta jornada com
meus colegas do curso de mestrado. Espero com este estudo, ter contribuido com a pratica

pedagdgica em Matematica.
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