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Resumo

Sabemos que é no Ensino Médio que os alunos tém um primeiro contato com a definicao de
funcao e, além disso, sabemos que o principal objetivo do Calculo nao é estudar limites, de-
rivadas e integrais, mas sim o estudo de fungoes utilizando essas ferramentas. A introducao
de algumas ferramentas do Célculo Diferencial sobre polindomios, no Ensino Médio, de
maneira introdutoria e intuitiva, ¢ de grande utilidade para uma maior compreensao do
comportamento dessas funcoes, deixando que o formalismo e o calculo aplicado as mais
diversas fungoes continue sendo introduzido no ensino superior.

Neste trabalho apresentamos uma proposta de atividades para introducao de alguns con-
ceitos de Calculo Diferencial sobre polindbmios no Ensino Médio. Mais especificamente,
abordamos os conceitos de sequéncias numéricas, séries numéricas e limites para fundamen-
tar alguns conceitos de derivada e otimizagao de fungoes polinomiais. Em cada topico serao
propostas atividades ilustrativas com o objetivo de introduzir, de maneira simples, a ideia
intuitiva do Calculo Diferencial. Também introduzimos alguns métodos numéricos, como o
método da Bisseccao e o método de Newton, para encontrar zeros de fungoes polinomiais,
auxiliando na busca por pontos 6timos de polinomios. Aplicamos os conceitos apresen-

tados em atividades ilustrativas, com o objetivo de facilitar a compreensao desses conceitos.

Palavras-chave: Calculo Diferencial. Ensino Médio. Método da Bisseccao. Método de

Newton. Sequéncias. Otimizacao. Polinomio.



Abstract

We know that it is in High School that the students have a first contact with the definition
of function and, furthermore, we know that the main objective of Calculus is not to
study limits, derivatives and integrals, but the study of functions using these tools. The
introduction of some tools of the Differential Calculus on polynomials in High School, in
an introductory and intuitive way, is very useful for a better understanding of the behavior
of these functions, letting the formalism and the calculation applied to the most diverse
functions continue being introduced in the higher education.

In this work we present a proposal of activities to introduce some concepts of Differential
Calculus on polynomials in high school. More specifically, we approach the concepts of
sequences numeric series, and limits to support some concepts of derivative and optimiza-
tion of polynomial functions. In each topic, illustrative activities will be proposed in
order to introduce, in a simple way, the intuitive idea of the Differential Calculus. We
also introduced some numerical methods, such as the Bisection method and Newton’s
method, to find zeros of polynomial functions, aiding in the search for optimal points
of polynomials. We apply the concepts presented in illustrative activities, in order to

facilitate the understanding of these concepts.

Keywords: Differential Calculus. High School. Bisection Method. Newton’s Method.

Sequences. Optimization. Polynomial.
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1 INTRODUCAO

Um dos principais desafios dos docentes da Educacao Basica é ser mediador dos
conceitos apresentados no Ensino Fundamental e Médio, pois é necesséario oferecer aos
discentes um bom embasamento dos componentes curriculares necessarios para ingressar
no Ensino Superior.

As nogoes basicas do Calculo Diferencial no Ensino Fundamental e Médio sao de vital
importancia para os discentes, uma vez que possibilitam a resolugao, de maneira rapida,
sucinta, racional e segura, de varias situagoes problemas.

De acordo com (CARVALHO, [1996), a introducao ao Célculo Diferencial e Integral no
Brasil ja fez parte do curriculo das escolas de educacao bésica por duas vezes: a primeira,
em 1891, com a reforma proposta por Benjamim Constant no inicio da Reptblica; e uma
segunda vez, no governo de Getulio Vargas, na Reforma Capanema, em 1942, constando
do curriculo escolar oficialmente até 1961.

Atualmente, alguns livros didédticos do Ensino Médio apresentam tépicos relativos ao
Calculo Diferencial e Integral, como limite, derivada e integral. Entretanto, esses temas,
na maioria das vezes, nao sao ensinados sob o pretexto de serem dificeis e improprios
a esse segmento da educagao, devendo ficar restritos a alguns cursos do ensino superior.
Assim sendo, o Célculo faz parte do livro didatico, mas nao do curriculo do Ensino Médio.

Apesar de abstratos, esses conceitos s6 entram em contato com nossos estudantes nos
primeiros periodos de alguns cursos do Ensino Superior. Segundo (AVILA| ), ”Descartar
o Calculo no ensino médio é grave, porque deixa de lado uma componente significativa
e certamente a mais relevante da Matematica para a formacao do aluno num contexto
de ensino moderno e atual”. Ou seja, a exclusao do Ensino de Céalculo torna-se um
fator predominante no desenvolvimento educacional dos alunos, e, consequentemente, na
integracao ao convivio com as intimeras situacgoes presentes em nosso meio. Com isso, faz-se
necessario a aprendizagem dos principais fundamentos oferecidos por essa disciplina, pois
sem os mesmos os discentes certamente terao dificuldades em disciplinas que necessitam
deste conhecimento como aluno de Graduacao. Além disso, ao se apropriarem desses
conceitos, os sujeitos estao se apropriando de uma parte da histéria dos homens, e ficar a
margem desse desenvolvimento é, sim, uma exclusao social, até mesmo antes, de ser uma
exclusao cientifica.

Os conceitos iniciais do Célculo, como a ideia de infinitésimo, remontam a Grécia
antiga com os primeiros questionamentos do filésofo Zenao de Eleia, por volta de 450 a.c.,
(EVES, 2014).

Ja o conceito de diferenciagao foi atingido de maneira clara em meados do sec. XVII,

com os problemas relativos ao tracado de tangentes a curvas e de questoes que buscavam
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determinar valores de méaximos e minimos de fungoes. Estes assuntos foram tratados por
Johannes Kepler(1571-1630) e Pierre de Fermat(1601-1665), (EVES| 2014). Em éptica,
a reta tangente determina o angulo no qual o raio de luz penetra em uma lente curva;
em mecanica, a tangente determina a direcao do movimento de um corpo em qualquer
ponto ao longo de seu percurso; em geometria, as tangentes a duas curvas num ponto de
intersecgao determinam o angulo em que as duas se cortam. Segundo (FINNEY et al.|
2002), René Descartes chegou a dizer que o problema de achar a tangente a uma curva
era "o problema mais 1til e mais geral nao somente que eu conhego, mas também que eu
desejo saber”.

Mais tarde estas ideias foram desenvolvidas e ampliadas por Isaac Newton(1642-
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716), (EVES| 2014)). Segundo (NETO, 2015),
embora Issac Newton (1641-1727) tenha sido o primeiro a reconhecer, em certo sentido, a
necessidade do limite, Gottfriend Wilhelm Leibiniz (1646-1716) e Isaac Newton (1641-1727)
sao considerados os criadores do Calculo Diferencial e Integral.

Neste periodo, Isaac Barrow(1630-1677), que conhecia os trabalhos de Newton, comegou
a estabelecer relagoes entre derivadas e integrais, fundamentando o que viria a ser o Teorema
Fundamental do Caélculo.

Estes conceitos encontram aplicagoes nas mais diversas areas do conhecimento, como
matemadtica, fisica, quimica, engenharias e etc. Apesar da importancia do Célculo em
diversas areas, o ensino destes conceitos ainda encontra muitas dificuldades. Nosso objetivo
¢é apresentar uma proposta de atividades que possam ser utilizadas no Ensino Médio para
o ensino-aprendizagem de conceitos fundamentais de Calculo Diferencial.

Em geral, nossos alunos do ensino médio trabalham com fungoes lineares do primeiro
e segundo grau, tanto com o objetivo de esbocar graficos, quanto para achar zeros de
equacoes polinomiais. Raramente sao apresentadas, aos alunos, fungoes cujo polinomio
possui grau 3 e 4. Porém, estas fungoes poderiam ser melhor trabalhadas no Ensino Médio,
uma vez que o estudo de funcgoes é um dos assuntos mais importantes que os alunos da
area de exatas trabalham no Ensino Superior.

Por este motivo nosso trabalho propoe a introducao de conceitos de Calculo Diferencial
para trabalhar com fungoes polinomiais. Nosso objetivo nao é demonstrar os resultados do
Calculo, e sim, introduzir as ideias intuitivas, de maneira simples e pratica, para que o
estudante tenha um panorama inicial do assunto.

Aproveitamos, também, para apresentar o conceito de sequéncia de niimeros reais, de
maneira introdutéria, para que o aluno a relacione com o conceito de limite e o conceito
de derivada de uma funcao em um determinado ponto. Também apresentamos uma breve
introducao a métodos iterativos para encontrar zeros de polinomios, assunto este que
também nao é abordado no Ensino Médio, porém é um excelente caminho para introduzir
conceitos tteis que se encontram nas ciéncias aplicadas modernas.

Este trabalho é composto por oito capitulos com o objetivo de introduzir a importancia
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das sequéncias numéricas no estudo do calculo diferencial no Ensino Médio. No primeiro
capitulo, sera apresentado o objeto desse trabalho para garantir o entendimento central da
tematica. No segundo capitulo, serda abordado o assunto Sequéncias Numeéricas, no qual
serao apresentadas algumas definicoes e alguns exemplos de aplicagoes, com o objetivo de
compreender a ideia intuitiva de limite de uma sequéncia numeérica.

No terceiro capitulo, Séries Numéricas, serao abordadas algumas definicoes e um
exemplo em que poderemos compreender, novamente, a ideia intuitiva de limite de
uma série numérica. No quarto capitulo serao apresentadas definicoes importantes para
compreensao da ideia e do célculo de limite de uma funcao, sendo, estes, muito importantes
para compreendermos a ideia de derivada.

No quinto capitulo serda apresentada a ideia de derivada, bem como a derivada de
uma funcao em um ponto. Veremos que essa ideia estd relacionada a defini¢ao de reta
tangente a uma fungao e a de taxa de variacao instantanea. No sexto capitulo definiremos
a derivada de uma funcao e as regras necessarias para seu calculo.

No sétimo capitulo definiremos maximos e minimos de funcoes polinomiais. Além
disso, serao apresentados alguns métodos iterativos para obtermos zeros reais de funcoes
polinomiais. No oitavo capitulo sera apresentado a resolucao de alguns exercicios envolvendo
extremos de fungoes polinomiais. Estes exercicios recebem o nome de problemas de

otimizagao.
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2 Sequéncias Numéricas

Iniciamos aprofundando alguns conhecimentos que ja sao presentes na Educagao Bésica
e acrescentando alguns topicos que sao de suma importancia para melhor compreensao do
tema proposto.

Para a introducgao a Teoria de Limites apresentar-se-a a ideia intuitiva de Limite por
meio de algumas situacoes ligadas ao cotidiano, nas quais o discente podera perceber a
nocao de infinito e convergeéncia de uma sequéncia numérica.

Em nosso dia a dia sempre aparecem ideias de sequéncias ou sucessoes. Por exemplo,

Os dias da semana (domingo, segunda, terga,. .., sébado, domingo, segunda, ... ).

Os meses do ano (janeiro, fevereiro, ..., dezembro, janeiro, fevereiro, ...).

Os ndmeros naturais impares (1,3,5,7,...).

E importante ressaltar que, em todos esses exemplos de sequéncias, observa-se certa
ordem para os termos. Na matematica estudamos as sequéncias numeéricas, ou seja, os
numeros que estao em uma ordem preestabelecida. Uma sequéncia de nimeros reais é
uma fun¢ao z : N — R que a cada nimero natural n associa um nimero real x,, = x (n),
chamado o n-ésimo termo da sequéncia e podemos denota-la por (z,,).

Além disso, podemos notar que toda sequéncia numérica possui infinitos nimeros, pois,
segundo a definicao, a funcao x : N — R possui dominio infinito. Mas, o que é infinito?

Se indagarmos os alunos do Ensino Fundamental e Médio com a pergunta "o que é
infinito?”, certamente teremos uma infinidade de respostas simples e concisas: "nao tem
fim”, ”um nimero muito grande ou pequeno”, dentre outras. Algumas dessas respostas
nos levam a crer que muitos discentes associam o conceito de infinito a um niimero, o que
nao esta correto.

Vejamos alguns exemplos que nos deixam claro que o infinito nao é um ntumero.

Exemplo 2.0.1. Suponhamos que o infinito seja um niumero "grande”. Para trabalharmos

algebricamente com ele, o denotaremos por I. Entao, podemos escrever
I=1+434+3+3+3"+3+3°+3"+3 4.,

que € equivalente a
I=1+3+3+34+3"+3+3°+....

Colocando o numero 3 em evidéncia, a partir do sequndo, termo teremos
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IT=1+31+3+3+3*+3"+3+3°+...),

I=1+3I,

0 que nos permite concluir que I = —%. Absurdo. Como I € a soma de numeros positivos,

entao I > 0. Logo I nao pode ser considerado um nimero.

Exemplo 2.0.2. Considere o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos A = {0,1,2, ...}
e o conjunto dos numeros inteiro negativos B ={..., =5, —4, -3, -2, —1}. Sabemos que
ambos os conjuntos sao infinitos. Suponhamos que o infinito seja um nimero denotado
por P. Entao, podemos afirmar que o conjunto A possui P elementos e que o conjunto B
também possui P elementos. Também sabemos que o conjunto dos numeros inteiros 7. € a
unido disjunta dos conjuntos A e B e que possui infinitos elementos. Entdao, os infinitos
elementos de A, mais os infinitos elementos de B, daria os infinitos elementos de 7., ou

seja,

P+P=P= P=0,

o que € absurdo.

O que percebemos é que, por ser uma ideia muito abstrata, os discentes acabam se
confundindo no entendimento do conceito de infinito e devemos sempre lembra-los de que,
quando nos referimos ao infinito, estamos nos referindo a algo que ”sempre continua’e que
sua representacao € dada pelo simbolo co.

Sabemos que uma reta numérica é infinita e que o sentido positivo de uma reta numérica
como na Figura[I], é da esquerda para direita, pois estamos tomando valores cada vez

maiores.

Figura 1 — Reta numérica.
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Podemos identificar pelo simbolo +oco os infinitos niimeros que estao no sentido positivo
da reta numérica e por —oo os infinitos ntimeros que estao no sentido negativo da reta
numérica, pois estamos tomando valores cada vez menores. Ou seja, o simbolo oo pode
ser representado por 400 e —o0.

No nosso cotidiano podemos destacar a progressao aritmética (PA) como um tipo de
sequéncia numeérica.

Uma progressao aritmética é uma sequéncia de nimeros (ay, as, as, . . ., ay,,- -+ ), na qual
a diferenca entre cada termo, a,.1, € 0 seu antecedente, a,, é constante. Essa diferenca
constante é chamada de razao da PA e serd representada por r. Assim, uma progressao
aritmética de razao r é uma sequéncia (a,) na qual a,,1 — a, = r, para todo n natural.

Desta forma, temos

ag —ap =,

as —ag =T,

ay —as =,

Qp — Ap—1 = T.

Se somarmos essas n — 1 igualdades, obtemos

a, —ay = (n—1)r,

que é equivalente a

an, = a1+ (n—1)r, (2.1)

onde a, ¢ o termo geral da progressao aritmética.

Segundo (NETO, 2015)), uma sequéncia de nimeros reais (x,,) converge para um nimero
real [, ou é convergente, e escreve-se nl—lgloo x, = [, quando, para qualquer intervalo aberto
I contendo [ (por menor que ele seja), é possivel encontrar um nimero inteiro ng > 1, de
modo que z,, € I para todo n > ny. Quando nao existir um numero ! para o qual (x,)
convirja, dizemos que a sequéncia (z,) diverge ou que é divergente.

Observe o Exemplo [2.0.3]

Exemplo 2.0.3. O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo de 11 anos. O

inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comecgo de 1755 e se estendeu até o final de
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1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade magnética do Sol tém sido registrados. (2013,
) - questao adaptada.

A sequéncia numérica que representa os anos em que se inicia o ciclo de atividade
magnética do Sol, a partir do primeiro registro, é uma PA, cuja representacdo pode ser

dada sequinte maneira

(1755, 1766, 1777, ...,1909,.. ).

Entdo podemos fazer as sequintes afirmagoes.

o A razao r € representada pelo periodo de 11 anos.
e O ano 1755 representa o primeiro termo a;.
o A progressao aritmética € infinita.

e De acordo com a expressao que nos fornece o termo geral dessa progressao
aritmética é a, = 1755+ (n — 1)11 = a, = 11n + 1744.

Note que os anos dos ciclos de atividades magnéticas do Sol, quando o nimero de

estagios n cresce infinitamente, também crescerd infinitamente. Indicamos por,

lim [11n 4 1744] = +oc.

n——+00
Onde lé-se, “O limite de 11n + 1744, quando n tende a mais infinito, € iqual a mais

nfinito”.

Entao, na situacao apresentada no Exemplo[2.0.3] dizemos que a sequéncia nao converge
para nenhum nimero, ou seja, ela diverge.

Além da progressao aritmética, também podemos destacar como sequéncia numérica a
progressao geométrica (PG).

Uma progressao geométrica ¢ uma sequéncia na qual é constante o quociente da divisao
de cada termo, a partir do segundo, pelo seu antecedente. Esse quociente constante é
representado por g e é chamado de razao da PG.

Em toda progressao geométrica (a,) de razao ¢, tem-se, para todo natural n, a, =

a; - ¢" 1, que é chamado de termo geral da PG, pois
a2
— =4,
a1
as
— =4q,
a2
)
— =4q,

a3
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Qn

ap—1
Multiplicando essas n — 1 igualdades, obtemos

Qn

-n _ n—l1
aq ’
que ¢é equivalente a
an=ay-q" " (2.2)

Entao, a expressao ([2.2)) nos fornece o termo geral de uma progressao geométrica.

Observe os exemplos a seguir:

Exemplo 2.0.4. Certo investimento é remunerado mensalmente a uma taza fixa de 0,65%.
Por exemplo, se uma pessoa investiu R$100,00, com indice de 0,65% ao més, apds um
mes serd aplicada a sequinte corre¢ao:

100 - 1,0065 = 100, 65.

~——
100,65%

Nesse caso, os R$100,00 renderam R3$0,65 em 1 més. Qual serd a quantia obtida ao final
de dois anos com um capital inicial de R$12.000,00 aplicado nesse investimento?
A sequéncia numérica que representa a quantia obtida no final de cada més é uma PG,

cuja representacao pode ser dada sequinte maneira

(12078; 12156, 507; 12235, 5243; . ..) .

Podemos observar que:

e A razao q € 1,0065.

12078 representa o primeiro termo a;.

o A progressao geométrica € infinita.

De acordo com a expressao que mos fornece o termo geral dessa progressao

geométrica é a, = 12078 - 1,0065" 1. Desse modo, ao final do 24° més, teremos:
azs = 12078 - 1,0065** " =

asy = 12078 - 1,0065* =
24 = 14018, 84.
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Note que o limite da quantia obtida, quando o nimero de meses n tende a +00, vai

para +00 e indicamos da sequinte maneira,

lim [12078 - 1,0065" '] = +oc.

n—-+oo
Onde lé-se, “O limite de 12078 - 1,0065" 1, quando n tende & +o00, € igual a +oo”.

Nesse caso, a sequéncia também diverge.

Exemplo 2.0.5. Considere a PG a, = 2%, cuja sequéncia numérica estd representada a

333 3
274787 72n7 N

Observe, na Figura[d, a representacao grifica dessa sequéncia , onde o eizo horizontal

sequiar:

representa o indice da sequéncia e o eizo vertical representa os termos da sequéncia.

1.81a,
16
14

1.2

0.8
0.6
0.4 .

0.2 )

-0.2

3
2n

Figura 2 — Representacgao grafica da sequéncia a, =
Note que quanto maior for o indice da sequéncia, mais proximo de zero estardo os
termos da sequéncia. Entao, podemos dizer que o limite da sequéncia, quando n tende a
mais infinito, € zero. Ou seja,
) 3
lim — =0.
n—-+oo 2N

Nesse caso, dizemos que a sequéncia converge para 0.

As situagoes mencionadas anteriormente nos permitem observar que o limite é bastante
utilizado em resultados e aplicacoes em varias areas do conhecimento. Além disso, foi
possivel perceber que a ideia de limite esta associada ao fato de verificarmos a tendéncia
de uma sequéncia quando tendemos a +o0o. E a ideia de tendermos a —oo é analoga.

No proximo capitulo falaremos de séries numéricas e procuraremos deixar ainda mais

clara a ideia de limite.
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3 Séries Numéricas

Como vimos no Capitulo [2, uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia na qual é
constante o quociente da divisao de cada termo, a partir do segundo, pelo seu antecedente,
e que seu termo geral é a,, = a; - ¢""*. Entao, os termos de uma PG podem ser indicados
por

2 n—1
ay,a1-4q,a1 ¢, ,0a1 ¢

Portanto, podemos representar a soma de n termos de uma progressao geométrica da

seguinte maneira:

Sp=atar-qta-¢+-tag"

Como (S,) é uma sequéncia, esta poderd convergir ou nao. Vejamos o Teorema m
apresentado por (MORGADO et al., 2001)).

Teorema 3.0.1. O limite da soma S, dos n primeiros termos da progressao geométrica

(an), de razao q tal que |q| <1, € igual a S = 7.

Esse resultado é intuitivo. Observe o Exemplo [3.0.1]

Exemplo 3.0.1. Se efetuarmos a soma 0,2+ 0,02+ 0,002 + ..., obteremos, aprorimada-
mente, a dizima periodica 0,2222 ... = %. Note que a tentativa de somar infinitos termos
nesta expressio 0,2+ 0,02+ 0,002+ ... =" 0,2-(0,1)" é o limite da soma dos n
primeiros termos de uma progressao geométrica de razao 0,1, e, de acordo com o Teorema

3.0.1), esse limite vale

0,2+ 0,02+ 0,002 +...= L

Entao, pelo Teorema [3.0.1, podemos afirmar que quando n — 400, .S, — S.
Como vimos no Exemplo|3.0.1], a soma de uma progressao geométrica infinita aq, as, ag, - - -

de razao ¢, para |q| < 1, é dada por

a1
1—¢q

+oo

n=1
Em matemética, define-se uma série numérica a partir de uma sequéncia (a, ), de modo
que a soma dos termos da sequéncia 3" (a,) = a; + az + az + --- é chamada série

numeérica.
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Da mesma forma que introduzimos a ideia de convergéncia de uma sequéncia numérica,
também podemos introduzir a ideia de convergéncia de uma série. Quando existe
nl—i>rfoo S, = [, em que [ é um numero real, dizemos que a série Z:S(an) converge
para [ ou, simplesmente, é convergente. Nesse caso, escrevemos Z:g (an,) = I. Caso
contrério, dizemos que a série é divergente.

No Ensino Médio, a abordagem de Séries Numéricas, em geral, fica reduzida ao estudo
da soma dos termos de uma progressao geométrica infinita com razao |g| < 1. Observe o

exemplo a seguir.

Exemplo 3.0.2. Consideremos um quadrado de drea igual a 2.

Figura 3 — Quadrado de area 2.

Se dividirmos esse quadrado ao meio, teremos dois triangulos de drea igual a 1.

Figura 4 — Quadrado de area 2 dividido ao meio.

Se dividirmos um desses triangulos ao meio, teremos mais dois triangulos de drea igual

S
N
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A=1/2

A=1/2

Figura 5 — Metade do quadrado dividido ao meio.

Fazendo o mesmo procedimento , dividindo ao meto, um dos triangulos de drea igual a

, obtemos outros dois triangulos de drea igual a %‘.

N [—=

A=1 A=1/4

A=1/4

A=1/2

Figura 6 — Metade da metade do quadrado dividido ao meio.

Entao, dividindo infinitamente um dos triangulos obtidos da divisdao anterior teremos

infinitos triangulos e, consequentemente, infinitas dreas. Observe a Figura[7.
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Figura 7 — Infinitos triangulos contidos no quadrado.

Qual € o valor da soma dessas infinitas dreas?
Podemos observar que o valor da soma das dreas obtidas apos a divisao € uma sequéncia

numérica infinita e que, ao analisarmos com atengdo a Figura[l, a soma, que representa-
remos como S, das infinitas dreas € igual a 2, pois, por mais que continuemos a divisao

dos triangulos restantes, eles sempre irao compor a drea do quadrado. Entao,
(3.1)

S—1+1+1+ + +1+
B 2 922 923 on ’

S =2.

Em , temos uma soma com uma infinidade de parcelas, e, como mencionado

anteriormente, a essa soma damos o nome de série numérica.

Observe que também pode ser representada pela soma de uma progressao geométrica
. . . . . ~ n—1
infinita, em que o primeiro termo € 1 e a razao é % Logo, a, = 1- (%) = a, = 2%,
comn > 1.

Entao, temos

1 1
=2

S—§E—1+1+l+ + ==
=t 2n 14

Logo, a soma das infinitas dreas tende a 2.
Entao, podemos representar as informagoes apresentadas da sequinte maneira

im (14242 4h o) =2
n =50 2 22 on )~ ©
Onde lé-se, “O limite de 1+ % + 2% + e+ 2%, quando n tende a +00, € igual a 27

Nesse caso, dizemos que a série converge para 2.
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4 Limites de funcoes

Nos capitulos anteriores, vimos a ideia intuitiva de limites de sequéncias e séries. Agora,
apresentaremos o que vem a ser o limite de uma funcao. Ou seja, iremos descobrir o
que acontece com uma fungao num determinado ponto, conhecendo apenas o que esta
acontecendo em suas proximidades. Também iremos observar que nao é necessario a funcao
estar definida naquele ponto.

Segundo (STEWART, 2011)), dizemos que o limite de uma fungao f(x), quando x tende
a a, ¢ igual a L, se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente préximos de L
quanto quisermos, tomando os valores z préximo de a (por ambos os lados de a), mas nao

igual a a. Escrevemos

lim f(x) = L.

r—a
Podemos reescrever utilizando sequéncias, dizendo que, para toda sequéncia (x,,),

com x,, convergindo para p, a sequéncia (f(z,)) convergird para L. Neste caso escrevemos,

lim f(z,) = L.

Tn—p

E importante mencionar que quando estamos nos aproximando de p pela esquerda, ou
seja, quando estamos tomando os valores x menores que p, mas nao igual a p, estamos
calculando o limite de uma fungao f(z), quando x tende a p pela esquerda. Se esse limite

¢ igual a L podemos escrever

lim f(x)= L. (4.1)

T—p~
Da mesma maneira, quando estamos nos aproximando de p pela direita, ou seja, quando
estamos tomando os valores x maiores que p, mas nao igual a p, estamos calculando o
limite de uma fungdo f(z), quando z tende a p pela direita. Se esse limite é igual a L

podemos escrever

lim f(z)= L. (4.2)

z—pt
Os limites apresentados em (4.1) e em (4.2) sao chamados de limites laterais, e,
comparando a defini¢ao apresentada por (STEWART) 2011) com as definigoes de limites

laterais, podemos concluir que

lim f(z) = L <= lim f(x) =L, lim f(z) =L,

T—p T—p~ z—pt

o que de fato, (FLEMMING], 2006) nos garante no Teorema [4.0.1]
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Teorema 4.0.1. Se f(z) é definida em um intervalo aberto contendo p, exceto possivel-

mente no ponto p, entao, lim f(x) = L, se e somente se, lim f(x) =L e lim f(z)= L.
T—=p z—pt T—p—

Vejamos, agora, uma ideia intuitiva sobre continuidade e descontinuidade de funcgoes.

Observe o grafico das fungoes f e g nas Figuras[§ e [0

Figura 8 — Representagao grafica de f.

Ly

Figura 9 — Representacao grafica de g.

Observe que podemos desenhar o grafico da funcao f sem retirar o lapis do papel

em xy. No caso da funcao g, para desenhar o grafico, temos que dar um salto no ponto

correspondente a x.
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De maneira intuitiva, dizemos que uma funcao é continua em seu dominio se o seu
grafico puder ser desenhado sem levantar o lapis do papel; caso contrario, dizemos que a
funcao nao é continua no seu dominio, ou seja, a funcao é descontinua. Entao, podemos
dizer que a funcao f é continua e a funcao g nao é continua.

Podemos notar que, para que uma funcdo f seja continua num ponto A = (xg, f(x¢)),

as seguintes condigoes devem ser satisfeitas:

1. f é definida no ponto x;

2. lim f(z) existe;
Tr—xTQ

3. lim f(z) = f(xo).

Tr—xTQ

Vejamos essa ideia com alguns exemplos.

Exemplo 4.0.1. Uma determinada empresa tem sua velocidade de produgao V(x), em
milhares de pecas por hora, estimada pelas x horas de producdo. Nas primeiras 4 horas de
trabalho, com 100 funciondrios, a velocidade de produg¢do pode ser estimada por V(x) =
—2%2 + 82,0 < v < 4. Nas dultimas quatro horas de producdo, hd um adicional de 50
funciondrios para terminar o expediente de 8 horas de trabalho, e a velocidade de producao
das prézimas 4 horas de trabalho pode ser estimada por V (x) = —2*+16x—30,4 < x < 8. O

grdfico a sequir representa a velocidade de producao V(x) em func¢ao das horas trabalhadas.

V(x) vV

35 o

30

25

20

Figura 10 — Representacao grafica da fungao V(z).

Podemos observar que, quando x se aproxzima de j pela esquerda, V (x) se aprozima de
16. Entao,

lim V(z) = 16.

r—4~

E, quando x se aprorima de 4 pela direita, V(x) se aproxima de 18. Logo,
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lim V(z)=18.

z—4t
Entao, de acordo com o Teorema podemos afirmar que o limite de V(x) nao

existe quando x tende a 4; portanto a fun¢ao nao é continua em xr = 4.

Exemplo 4.0.2. Uma empresa de transportes precisa efetuar a entrega de uma encomenda
o mais breve possivel. Para tanto, a equipe de logistica analisa o trajeto desde a empresa até
o local da entrega. Ela verifica que o trajeto apresenta dois trechos de distancias diferentes
e velocidades madximas permitidas diferentes. No primeiro trecho, a velocidade mdzima
permitida € de 80 km/h e a distancia a ser percorrida é de 80 km. No sequndo trecho,
cujo comprimento é de 60km, a velocidade mdzima permitida € 120 km/h. Supondo que as
condicoes de transito sejam favordveis para que o veiculo da empresa ande continuamente
na velocidade maxima permitida, qual serd o tempo necessdrio, em horas, para a realizacao
da entrega?

O movimento em questao € sempre retilineo e uniforme, (MU), e um objeto se movi-
menta uniformemente quando a velocidade escalar é constante e nao nula (v = cte # 0).
Como consequéncia, as distancias percorridas em intervalos de tempo iguais e Sucessivos
sao iguais. Além disso, como mao ocorre variagcao da velocidade escalar, a aceleracao
escalar é nula (a = cte = 0).

De acordo com as informagoes apresentadas no Exemplo no primeiro trecho a
velocidade mdzima permitida é 80km/h, ou seja, em uma hora percorre-se 80km. Como a
distancia no primeiro trecho é de 80km, entao ele completard o primeiro trecho em 1h.
Ja no sequndo trecho a velocidade mdzima permitida é 120km/h, ou seja, em uma hora
percorre-se 120km. Como a distancia no sequndo trecho € de 60km, entao ele completard
o sequndo trecho em 30min = 0,5h. Entao, ele gastard 1,5h para realizar a entrega.

No estudo da Fisica, considerando o deslocamento desse movel, observado a partir do
instante tg, no qual a posi¢cao ocupada é S(ty), até o instante posterior t > 0, a posi¢do
serd dada pela fung¢do S(t). E essa fungdo, em geral denominada por fungdo deslocamento,

pode ser representada pela formula

S(t) = S(ty) +v - t, (4.3)

pois a velocidade média dd ideia da rapidez com que o movel se desloca, e € definida pela

Taza0 Uy, = %,

e At € a variacao do tempo, ou seja, At =t —t,. Como a velocidade no movimento

na qual, AS é a variagdo do deslocamento, ou seja, AS = S(t) — S(t,)

uniforme € constante, tem-se que:

e como, tg = 0, tem-se
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S(t) = S(tg) + v - t,

que € a fungdo hordria das posicoes do (MU).

Relacionando as informacoes do Exemplo com 7 podemos afirmar que a
funcao hordria do primeiro trecho €

S(t) =0+80t = S(t) =80t,0 <t < 1. (4.4)

Como a fungao ¢ do primeiro grau, seu grdfico € uma reta, cuja inclinacdo € a
velocidade média, pois vy, = 37. Observe a Figura .

100’S
80 !
60 |
40 1

201

15 1 05 0 0.5 1 15 2

Figura 11 — S=80t.

Podemos observar, na Figura que, quando os valores de t se aprorimam de 0.5
(sem atingi-lo), por valores menores que 0.5 (pela esquerda) ou por valores maiores que

0.5 (pela direita), os valores de S(t) se aprozimam cada vez mais de 40.
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100 1S
80 [y 3
60 1
0l

20 1

15 1 05 0

Figura 12 — S=80t.

Observe as informagoes apresentadas na Tabela[]]

t S(t) = 80t
0,49 39,2
0,499 39,92
0,4999 39,992
0,49999 39,9992

0,50001 40,0008
0,5001 40,008
0,501 40,08

0,51 40,8

Tabela 1 — Andlise do comportamento da funcao S(t).

Podemos observar que, para qualquer valor da sequéncia (t,) = (0,49;0,499;0,4999; . ..)
ou (ry) = (0,51;0,501;0,5001;...), temos que as sequéncias (S(t,)) e (S(r,)) tendem a

40.

Entao, podemos escrever que:

e O limite de (S(t,)), quando t,, tende a 0,5 pela esquerda, € igual a 40, e indicamos:

lim (S(t,)) = 40.

tn—0,5

(4.5)
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e O limite de (S(r,)), quando r,, tende a 0,5 pela direita, € igual a 40, e indicamos:

lim (S(r,)) = 40. (4.6)

rn—0,5

Como os limites laterais apresentados em e em @ sao iguais, pelo Teorema
podemos concluir que:

lim S(t) = 40.

t—0,5
Também podemos observar que a fungao é continua em x = 0,5.
Sabemos que a fung¢ao S(t) = 80t é uma fungao polinomial do 1° grau, e que S(0,5) =
80-0,5 = 5(0,5) = 40. Entdo, o limite da fungio S(t), quando t tende a 0,5, € iqual ao

valor da func¢ao quando t = 0,5, ou seja,

lim S(t) = lim 80t = S(0,5) = 80 0,5 = 40.

t—0,5 t—0,5

Vejamos no Exemplo que o limite de uma fungao f(x), quando x tende a p, é o
valor de f(p).

Exemplo 4.0.3. Consideremos a fungio f : R — R definida por f(x) = x* + 2x — 1.
Vamos estudar o limite de f(z), quando = tende a —1, ou seja, lim1 f(x).
T—>—

A representacdo grdfica dessa funcdo € dada por:

”~

y

? f

-

Figura 13 — Representacao grafica da funcao f(z).

Observe na Figura[14 e na Tabela[d o que estd acontecendo com os valores de f(x)

quando nos aproximamos de —1 pela esquerda e pela direita.
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Figura 14 — f(x) = 2% + 2z — 1.

x f(z)
~1,19 ~1,9
—1,0199 ~1,99
—1,001999 —1,999
—1,00019999  —1,9999
—0,9999  —1,99999999
—0,999 —1, 999999
—0,99 —1,9999
—0,9 ~1,99

Tabela 2 — Andlise do comportamento da func¢ao f(x)

Podemos observar que, para qualquer valor da sequéncia
(x,) = (—1.19,-1.0199, —1.001999, .. .) ou (y,) = (—0.9, —0.99, —0.999, —0.9999, . . .),

temos que as sequéncias (f(x,)) e (f(yn)) tendem a —2.

Entao, podemos escrever que:

e O limite de (f(x,)), quando (x,) tende a —1 pela esquerda, € igual a -2, e indicamos

lim (f(z,)) = —2.

Tpn——1

(4.7)

e O limite de (f(yn)), quando (y,) tende a —1 pela direita, € igual a -2, e indicamos
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Tim (F(um) = -2

Como os limites laterais sao iguais, podemos concluir que:

lim (f(z)) = —2.

z——1
Podemos observar que a fungio é continua em x = —1 e que f(z) = 2> +2r — 1 =
f(=1)=(=1)2+2-(-1)—1=-2.

Entao, podemos escrever

lim f(z)=f(-1)=(-1)*+2-(-1) - 1= -2.

r——1

Exemplo 4.0.4. Consideremos a fun¢io f : R — {1} — R definida por f(x) = |z| se

r<lef(x)=1sex>1 Vamos estudar o limite de f(x) quando = tende a 1, ou seja,

lim f(x).

r—1
A representacdao grdfica dessa funcdao € dada por:

-3 -25 2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3

-2

Figura 15 — Representacao grafica da funcao f(z).

Podemos observar que, neste caso, a fun¢do nao estd definida no ponto x =1, ou seja,
ndo existe f(1).
Observe na Tabela @ 0 que estd acontecendo com os valores de f(x) quando nos

aproximamos de 1 pela esquerda e pela direita.
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v flx)
0,9 09
0,99 0,99
0,999 0,999

0,9999 0,9999

1,0001 1
1,001 1
1,01 1
1,1 1

Tabela 3 — Andlise do comportamento da funcao f(x)

Quando x se aproxima de 1, quer pela esquerda, quer pela direita, porém sem atingi-lo,
0s valores correspondentes de f(x) se aproximam de 1, ou sdo sempre iquais a 1. Dizemos

entao que o limite de f(x) quando x tende a 1 € igual a 1 e escrevemos

lim f(z) = 1.
Além disso, podemos observar que, para qualquer valor da sequéncia (x,) = (0.9,0.99,0.999, . ..)

ou (b,) = (1.1,1.01,1.001, 1.0001 . . .), temos que as sequéncias (f(x,)) e (f(bn)) tendem a
1.

De uma maneira geral, podemos dizer que, se para qualquer (z,), tal que (x,) — p,
temos que (f(x,)) = p e que o fato de existir o limite de uma fun¢ao em um determinado
ponto nao é suficiente para afirmarmos se a funcao é continua ou nao.

Como mencionado anteriormente, quando escrevemos lim (f(x,)) analisamos o com-
In—p

portamento da sequéncia (f(z,)) quando (x,) converge para p.

No Exemplo [4.0.2] vimos que tlirglss () existe. Observe, nesse exemplo, que S(t) é
% b

continua no ponto 0,5, ou seja, tl—i>%,15 S(t) = S(0,5) = 40. Isto quer dizer que como as
sequéncias (t,,) = (0.49,0.499;0.4999,...) e (r,) = (0,51;0,501;0,5001;...) convergem
claramente para 0.5, teremos que a sequéncia S(t,) = (39.2,39.92,39.992,39.9992,...) e
(S(rn)) = (40.8,40.08,40.008, . ..) convergirao para S(0,5) = 40. A interpretacdo para

o exemplo [4.0.3) é andloga. J& no exemplo |4.0.4| vimos que lin% f(z) existe, mesmo f(x)
T—

nao sendo definida no ponto 1, ou seja, as sequéncias (x,) = (0.9,0.99,0.999,...;1) e
(b,) = (1.1,1.01,1.001 . ..) convergem para 1, com (f(z,)) e (f(b,)) convergindo para 1, e
isso leva a crer que o limite existe neste ponto, independente de a fungao estar definida

neste ponto.
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Podemos observar que os limites dos exemplos e sao iguais ao valor da
funcao no ponto. De fato, isso é garantido pelo Teorema [4.0.2

Teorema 4.0.2. Seja f(z) = a 2™ + ap_ 12" + ... + ag uma funcdo polinomial e p € R.
Entao
lim f(z) = lim a,2" 4+ ap_12" ' 4 ...+ ao = f(p).

T—p

T—p

De uma maneira geral, podemos concluir que, se f(z) é uma fungao polinomial

lim f(z) = f(p). (4.8)

T—p
Logo, pela definicao de continuidade e pelo Teorema podemos afirmar que toda

funcao polinomial é continua.

Exemplo 4.0.5. Calcule lin% % +4r — 7.
z—
Como mencionado anteriormente, pelo fato de f(x) = x* + 4x — 7 ser uma fungao
polinomial, podemos fazer o calculo do lirri 2% + 4w — 7 simplesmente substituindo o x por
z—

1, ou seja,
. 2 _
glcm%a: +4z - 7= f(1),

lima?4+40 —7=124+4-1-7,

z—1

lim 22 + 42 — 7 = —2.
rx—1

E importante mencionar que o entendimento do conceito de limite é muito importante
para o entendimento de outros conceitos relacionados ao Calculo Diferencial. No préximo
Capitulo abordaremos a ideia de derivada e veremos que essa ideia esta diretamente

relacionada a ideia de limite.
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5 Derivada

A partir do século XVII, com a criacao da Geometria Analitica, surgiram muitos
problemas aplicados envolvendo curvas. Dentre eles estava o problema de encontrar a reta
tangente a uma curva dada e questoes que buscavam determinar maximos e minimos de

funcoes. E esses problemas estao intimamente relacionados ao conceito de derivada.

5.1 Reta tangente

A reta tangente a uma curva foi um assunto dominante no inicio do século XVII, e
¢é dificil mensurar quanto os cientistas da época desejavam saber sobre ela, pois ela é
utilizada em varias dreas.

Consideremos y = f(z) uma curva e A = (p, f(p)) um ponto da curva. Se tomarmos
B = (x1, f(z1)) outro ponto da curva, teremos uma reta que passa por estes dois pontos,

r1, denominada reta secante, como na Figura [16]

Figura 16 — y = f(x).

Considere o triangulo retangulo ABC', como na Figura [I7]
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Figura 17 — y = f(x)

Note que a inclinacao da reta secante 1, ou coeficiente angular da reta secante rq, é
f(z1) = f(p)
L —Dp

Sabemos que a equagao de uma reta pode ser dada por y = yo + my - (z — xo). Entao,

my = tg(a) =

a equacao da reta secante que passa pelos pontos A e B é

f(z1) — f(p)
1 —Pp
Se tomarmos xs € (p, 1), podemos tragar a reta secante rp que passa pelos pontos
(p, f(p)) € (z2, f(x2)). Esta situagdo pode ser observada na Figura [L§

rl:y=f<p>+( )-(w—p)=>y=f(p)+m1-(:v—p)-

Figura 18 — y = f(x)
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Consideremos ms o coeficiente angular de 5. Entao a sua equagao serd

re iy = f(p) +ma- (x—p),
f($2)—f(p)
To — P '

Repetindo o processo, vamos escolher uma sequéncia (z,), onde x,, — p. Neste caso,

mo =

teremos a sequéncia

Tn —DP

Se a sequéncia (m,,) convergir para um nimero 7, entao a reta

(mn) =

y=fp) +m-(z—p),

serd denominada reta tangente a curva y = f(x) no ponto (p, f(p)).
Entao podemos dizer que a inclinacao da reta tangente é o limite das inclinacoes das

retas secantes. Escrevendo este fato na notacao de limite, temos:

i 1@ = £(7)

z—p r—0p

=m.

Em matematica, quando este limite existe, o nimero m é denominado a derivada da

funcao f no ponto p e é denotado por

m = f'(p).

Exemplo 5.1.1. Encontre a equacdo da reta tangente & curva y = x>

—x + 2 no ponto
cuja abscissa € 2.

O ponto da curva y = x* — x + 2 cuga abscissa é 2, é o ponto (2, f(2)) = (2,4).
Como wisto anteriormente, podemos encontrar a equacgao de uma reta utilizando a formula
y=1vy +m-(x—u1x9), em que (xo, Yo) € um de seus pontos e m € o seu coeficiente angular.

Além disso, vimos que m = lim x) f(p = f'(p). Entao,
z—p

@) - ) o2 -f@) oo (@-atD)
T —p T —2 x—2 x—2 '

x2—z—2
r—2

x = 2. Observe as representagoes grdficas de f e g nas Figuras[19 e[20 e o que nos diz o

Teorema [5.1.1.

Devemos observar que as fungoes f(x) = e g(x) =z +1, nao sao iguais quando
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3.5

0.5

3 25 -2 —1.5/1 -05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 19 — Representacao grafica de f(x).

3.5

0.51

3 25 -2 -1.5/1 -05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 20 — Representacao grafica de g(z).

Teorema 5.1.1. Sejam f e g duas fungoes reais em um conjunto A e p € A. Se

f(z) = g(x) para todo x # p, entdo
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lim f(z) = lim g(z).

T—p T—p

Como o conceito de limite ¢ um conceito local e nao estamos interessados no ponto
x =2, e pelo Teorema podemos afirmar que

2
—x—2
lim 2 — ¥ 2 _ limx + 1,
z—=2 o — 2 z—2

ou seja,
T _ s
m—glcl_%x—irl—f(Z)—B.

Logo, a equagdo da reta que tangencia a fun¢ao no ponto (2,4) possui equacao

y=4+3-(x—2)=y=3r—2.

A Figura nos mostra que a reta y = 3x — 2 € tangente & curva y = x° — x + 2 no
ponto (2,4).

Figura 21 — Reta y = 3z — 2, tangente a curva y = 2% — x + 2 no ponto (2,4).

Exemplo 5.1.2. Encontre a equagdo da reta tangente a curva y = x° + 2 no ponto cuja
abscissa € 1.

O ponto da curva y = x° + 2 cuja abscissa € 1, é o ponto (1, f(1)) = (1,3).

Como

f@) = fp) _ @+ = (1) _a® -1

T—0p x—1 x—1"

e sabendo que x° — 1 = (z — 1)(a* + 2% + 2® + x + 1), temos que
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(@°+2) = f(1) _(@-1)@@'+2°+2> +a+1)

=+ o+ 1.
r—1 x—1

Como o conceito de limite ¢ um conceito local e nao estamos interessados no ponto

x =1 e pelo Teorema podemos afirmar que

5

m = lim
r—1 xr —

=lims* +2* + 2%+ +1=f(1)=5.
z—1
Logo, a equagdo da reta que tangencia a fun¢ao no ponto (1,3) possui equacao

y=3+5-(x—1)=y=>5xr—2.

A Figura |24 nos mostra a reta y = bx — 2 tangente a curva y = z° + 2 no ponto (1,3).

Figura 22 — Reta y = 5x — 2, tangente & curva y = 2° + 2 no ponto (1, 3).

5.2 Taxas de variacio

Podemos estar interessados em calcular uma taxa de variacao de uma grandeza em
relagao a outra em diversas situacoes do nosso dia a dia. Por exemplo, um fisico pode
estar interessado em calcular a taxa de variacao do trabalho em relagao ao tempo, e a essa
taxa de variagao atribui-se o nome de poténcia; o quimico, que estuda as reacoes quimicas,
pode estar interessado em calcular a taxa de variacao da concentracao de um reagente em
relacao ao tempo, e a essa taxa de variagao atribui-se o nome de taxa de reacao; um bidlogo
pode estar interessado em calcular a taxa de variacao de uma determinada populacao de
uma colonia de bactérias em relacao ao tempo. Com esses exemplos, é possivel notar que
o calculo das taxas de variacao é importante em todas as ciéncias naturais, na engenharia

e nas ciéncias sociais.
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Consideremos que y seja uma quantidade que dependa de z. Entao y é uma funcao que
depende de x e escrevemos y = f(x). Por exemplo, se uma bola for atirada ao ar com uma
velocidade de 10m/s, sua altura y, em metros, apés z segundos é dada por y = 10t — 4, 9¢2.
Nessa situacao, podemos observar que a altura y depende do tempo z. Se z variar de x;

para x, entao, a variacao de x, que também pode ser chamado de incremento de z, é

Ax = 19 — 11,

e a variagao correspondente de y é

Ay =yo —y1 = f(z2) = f(z1).

A taxa média de variagdo de y em rela¢do a x no intervalo [z, z5] é dado por

Ay flaz) — fla1)

Ax Ty —x1
e esta taxa de variacao média, se considerarmos o grafico de uma funcao y = f(z), pode
ser interpretada como a inclinagao da reta secante a curva.
Como visto anteriormente, a inclinacao da reta tangente é o limite das inclinagoes das

retas secantes, e este fato, na notagao de limite, pode ser representado por

o @) = fw)

T—T1 T — ','Ul

=m.

Em matematica, quando este limite existe, o nimero m, além de ser denominado a
derivada da fun¢ao f no ponto z;, também é denominado de taxa de variacao instantanea
e pode ser representado por

Ay

lim —=.
Az—0 Az

A velocidade e a aceleracao sao exemplos de limites de taxas médias de variacoes, onde
o intervalo [z, x9] fica cada vez menor, fazendo x5 tender a x; e, portanto, fazendo Ax

tender a 0.

5.3 Velocidade e aceleracao

Velocidade e aceleracao sao conceitos que todos nds ja ouvimos falar. Quando dirigimos
um carro, podemos medir o espago percorrido num certo intervalo de tempo. O velocimetro
marca, a cada instante, a velocidade. Quando pisamos no acelerador ou no freio, percebemos
que a velocidade muda e podemos sentir a aceleracao. Vejamos, no exemplo a seguir,
que a velocidade e a aceleracao sao exemplos de taxas de variagao do espaco em relacao

ao tempo e da velocidade em relagao ao tempo,respectivamente, e podem ser calculadas
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através de limites e, consequentemente, a tangente determina a direcao do movimento de

um corpo em qualquer ponto ao longo de seu percurso.

Exemplo 5.3.1. Uma particula se move sobre uma trajetoria obedecendo a equagao hordria
S(t)=t3+t+1, onde S é dado em metros e t em sequndos. Determine:
a) a fungdo velocidade em fungdo do tempo;
b) a velocidade da particula no instante t = 3s;
c¢) a fungao aceleragao em fungao do tempo;
d) a aceleragdo da particula no instante t = 4s.
Como vimos, no Exemplo Um =22, na qual, AS = S(t) — S(to) e At =t—t,. A
velocidade instantinea v(t) € igual ao limite da velocidade média no intervalo At =t — tq

quando At tende a zero. Ou seja,

. AS
o= A
Considerando o intervalo [t,t 4+ At], podemos observar que AS = S(t) — S(t,) = AS =
S(t+ At) — S(t). Entao,

o(t) = lim 25 S p(t) = 1im SUEBD =S5O

At—0 At At—0 At (5. 1)

Como S(t) =3+t + 1, temos,
St+At) = SEt)=[t+ At + (t+At) +1] — (> +t + 1),
S(t+ At) — S(t) =t> + 3PAt + 3StAL + At +t+ At +1 13—t —1,

S(t+ At) — S(t) = 3t2At 4 3tA* + At® + At.

Entao, utilizando , temos,

3t2At + 3tAL: + AP + At

v =1, Ai ’
At(3t2 + 3tAt + At? + 1
o(t) = lim SHBT AT AT L)
At—0 At

v(t) (3% + 3tAt + At* +1).

Como wvisto no Capitulo[f], para encontrarmos o limite de uma fungdo polinomial basta

= lim
At—0
substituirmos o valor no polinomio, entao

v(t) =32 +1, (5.2)
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logo, a funcao velocidade em fungdo do tempo € v(t) = 3t* + 1.

Também devemos encontrar a velocidade no instante t = 3s, isto €, v(3). Portanto,

v(3)=3-3"+1=28.

Logo, a velocidade da particula no instante t = 3s € de 28m/s.

A aceleracao média de uma particula € definida como a razao entre a velocidade média
e o tempo, ou seja, a,, = %, na qual, AV = V(t) = V(t,) e At =t —t,. Podemos
observar que a aceleracao média, mede a variagcao da velocidade por unidade de tempo no
intervalo de tempo At. Para encontrarmos a acelera¢do instantanea, ou seja, a acelera¢do
no instante t, tomamos a sua aceleracao média em instantes de tempo At cada vez menores.
Entao, a aceleragao instantanea a(t) € igual ao limite da acelera¢ao média no intervalo

[t,t + At] quando At tende a zero. Ou seja,

=1

V(t+ At) — V(t)
= li .
0=
Utilizaremos as equacoes e para encontrarmos a fun¢ao aceleracdo em

fung¢ao do tempo.

(5.3)

V(t+ At)— V(t) [B(t+ At)2+1] — (3t + 1)

a(t) = lim = a(t) = lim

)

At—0 At At—0 At
[3(t2 + 2tAt + A#?) + 1] — (32 + 1)
alt) = AI}&IEO At ’
312 + 6tAt + 3At2 +1 — 3> — 1)
a(t) = lim :
At—0 JAN?
. 6tAt + 3AF
W= A
At(6t + 3At)
alt) = fm =~
a(t) = Al}igl()(Gt + 3At),

a(t) = 6t.

Entao, a funcgao aceleragio em fungao do tempo € a(t) = 6, e a aceleragao da particula

no tempo t =4s é

a(4) = 6-4 = 24m/s>.
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5.4 Derivadas

5.4.1 A derivada de uma funcao num ponto

Podemos observar que o limite utilizado para encontrar a inclinacao da reta tangente a
uma curva e o limite para encontrarmos taxas de variagoes instantaneas sao iguais. Na

verdade, limites do tipo

r1 + Ax) — f(x x1+h)— f(z

i J@ AT — fle) . fle+h) = f2)
Az—0 Ax h—0 h

surgem sempre que queremos calcular a inclinagao de uma reta tangente a uma curva em

)

um determinado ponto e quando queremos calcular a taxa de variacao instantanea de
uma grandeza em relagao a outra. Por exemplo, podemos estar interessados em calcular
a taxa de variacao instantanea de uma reacao quimica em relacao ao tempo, a taxa de
variacao instantanea do custo de producao em relacao ao ntmero de itens produzidos,
dentre outras. Como mencionado anteriormente, esse tipo de limite recebe um nome e

uma notagao especial que nos é apresentada da seguinte forma:

Definigao 5.4.1. A derivada de uma fung¢dao f em um nimero a, denotada por f’(a), é

e i L)~ (@

h—0 h ’

se o limite existir.

Entao, podemos concluir que, geometricamente, a derivada da func¢ao f(x) no ponto a,
f'(a), lé-se, ” f linha de ”"a”, representa a inclinagao da reta tangente a curva neste ponto,
e que a derivada também pode ser interpretada como a taxa de variagao instantanea de

uma grandeza em relacao a outra.

Exemplo 5.4.1. Determine f'(3), sabendo que f(z) = z* + 2.

a=3= f(3)=3*+2-3 =15,
fla+h)=f(B3+h)=(3+h)?*+2(3+h)=9+6h+h*>+6+2h=15+8h + h’.
Portanto, de (5.4.1)), temos que

. fB+h)—f(3) . 154+8h+h*—15
f (3) - }llli% h a i111~>0 h ’
8h + h? h(8+ h)
!/ N v
! (3) N ilz—>0 h - ilz—>0 h ’

Logo, f'(3) = 8.
Observe, na Figura 23] que o coeficiente angular da reta tangente & curva no ponto
A=(3,15) é 8.



Capitulo 5. Derivada

47

y

40

30

20

0 {(3,15)

a
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

19 m(3) =tg(82.87 ) = f/(3) =8

-20

Figura 23 — Reta tangente a curva y = 2% + 2z no ponto (3, 15).
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6 A derivada de uma funcao

No capitulo anterior, consideramos a derivada da funcao f, num ponto fixo a, da

seguinte maneira

fla+h) = f(a)

! —

f(a) = lim h : (6.1)
Na derivada de uma funcao iremos variar o nimero a . Substituindo o ponto fixo a,

em ((6.1)), por z, teremos

, +h)— fz)
f(z) T h
Isso significa que, dado qualquer ntimero x para o qual esse limite exista, atribuimos

(6.2)

a x o numero f'(z). Assim, podemos considerar f’ como uma nova func¢ao, chamada
derivada de f e definida por (6.2)). Essa fungdo f’ é denominada derivada de f, pois foi
derivada a partir de f.

Sabemos que o valor de f’ em z, f'(x), pode ser interpretado geometricamente como a
inclinagao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (z, f(z)).

Vejamos, com atencao, os Exemplos e nos quais é apresentado um fato

interessante sobre a derivada de uma funcao.

Exemplo 6.0.1. Consideremos a funcgao polinomial y = —x* + 4, cujo grdfico estd

representado na Figura [24)

v

Figura 24 — Representacao gréafica de funcao y = —a? + 4.

A Tabela [f] nos apresenta os valores da fungao para alguns valores de x escolhidos

arbitrariamente mas mantendo uma variacao constante.
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-2 0
-1 3
0 4
1 3
2 0

Tabela 4 — Valores da funcao y = —22 + 4.

Podemos notar que a variacdo de x € constante e igual a 1, ou seja, Ax = x9 — 11 = 1,

porém a variagdo de y ndo € constante. Observemos os dados apresentados na Tabela[J

Intervalo Az =xy—11 Ay=19ys— 1
[-2,-1] (-)—-(-2)=1 3-0=3
1,00 0—(-1)=1 4-3=1
0, 1] 1—-0=1 3_4—=-2
1,2] 2 1=1 0—3=-3

Tabela 5 — Variacao de z e y.

Como podemos observar na Tabela[f], a taza média de variagao de y em relagdo a x,

que € dada por ﬁ—g, nos intervalos [—2,—1],[—1,0], [0, 1] e [1,2] ndo sdo constantes.

Intervalo %
[-2,-1] 2=3
[—1,0] 1=1
[07 1] _TQ =2
[1,2]  F$=-3

Tabela 6 — Taxa média de variagao.

Como wvisto no Capitulo [3, a inclinagao da reta secante equivale o tara média de
variagdo. Entao, de acordo com os dados apresentados na Tabela [, a inclina¢ao da reta
secante que passa pelos pontos (-2,0) e (-1,3), (-1,3) e (0,4), (0,4) e (1,3), (1,3) e (2,0)

possuem inclinagoes diferentes. Na Figura |25 € possivel visualizar essas retas.
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Reta secante aos pontos (-2,0) e (-1,3).
Reta secante aos pontos (-1,3) e (0,4).
Reta secante aos pontos (0,4) e (1,3).
Reta secante aos pontos (1,3) e (2,0).
X

Figura 25 — Retas secantes.

Vamos analisar agora o comportamento da taxa de varia¢ao de y quando a tara de
variagao de x tende a 0, ou seja, quando Ax tender a 0, que, como vimos no Capitulo [3,

€ chamado de taxa de variacao instantanea. FEssa taxa de variacdo instantanea € calculada

Observe que Ay = ys —y1 = Ay = f(x2) — f(x1). Entao,

lim % = lim M

Az—0 Az Az—0 Az
Como f(x2) = f(x1 + Ax),temos

. Ay ’
A;lxrgo N Aalcrgo Az

Sabemos que y = —x? + 4, entao

flrx1 +Ar) = —(2, + Azx)? +4 = -2, — 20,Ax — Az? + 4

f(l‘l) = —(371)2 + 4 = —.1712 + 4

) Y . (—x? —20 A — Ax? + 4) — (—z12 +4)
lim — = lim )
Az—0 Ax  Az—0 Az

. Ay =2 Ar— AP+ 4+ 12— 4
lim — = lim ,
Az—0 Az Az—0 Az



ol

Capitulo 6. A derivada de uma fun¢do

. Ay | —2x1Ax — Ax
Aos0 AT Awmo Ax ’
. Ay , Ax(—2x, — Ax)
Aom0 Az Anso Ax ’

Ay
AR~ AR A,

. )
lim — = —2x;.
Az—0 Az
Entao, se quisermos encontrar a tara de variacao instantanea, para qualquer valor
2Y — 94, Analisemos, na Tabela|7, o que estd

de x, devemos utilizar a formula lim =
Az—0 Az
acontecendo com a tara de variacao instantanea para alguns valores de x.

Intervalo Alirilo % = 21
[-2,-1] -2 —=2-(-2)=4
1,00 -1 —=2.-(-1)=2
0,1] 0 —2-0=0
1,2] 1 —2-1=-2

Tabela 7 — Taxa de variacao instantanea.

Podemos observar, nas Figuras e[29, o comportamento das retas secantes
que passam pelos pontos (—2,0) e (—1,3), (—=1,3) e (0,4), (0,4) e (1,3), (1,3) e (2,0),

quando a taxa de varia¢do de x tende a zero, ou seja, Ax tende a zero.
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I/\

--- Reta secante aos pontos (-2,0) e (-1,3).

—Reta tangente em (-2,0).

X\
-3 1 3 4 5 6 7 8 ’
1 -1
1
1
/ -2
Figura 26 — Reta tangente em (—2,0).
--- Reta secante aos pontos (-1,3) e (0,4).
—Reta tangente em (-1,3).
X\
3 4 5 6 7 8 ’
-1
-2

Figura 27 — Reta tangente em (—1, 3).



Capitulo 6. A derivada de uma fungdo

]

--- Reta secante aos pontos (0,4) e (1,3).
—Reta tangente em (0,4).

N\
N\
N
N\
N\
\\ X\
) 3 4N 5 6 7 8 ’
N
\\
-1 N
N\
N\
) \\
Figura 28 — Reta tangente em (0, 4).
5Ty
5 \ --- Reta secante aos pontos (1,3) e (2,0).
[ ]
—Reta tangente em (1,3).
2
1
v X\
-3 0 1 y 3 4 5 6 7 8 ’
-1
-2

Figura 29 — Reta tangente em (1, 3).
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Podemos notar que essas retas secantes passam a ser tangentes, o que, de fato, foi
mencionado no Capitulo [5

Adotando o sentido positivo da reta numérica, podemos fazer uma andlise do que estd
acontecendo com a variag¢ao da taza de variagao instantinea apresentada na Tabela 7
Analisemos, na Tabela[8, que indica, na primeira coluna a taxa de variagdo instantinea 1,
(T'z1); na segunda coluna a taza de variagao instantanea 2, (T'xq); e na terceira coluna a

variagdo da tara de variagao instantinea, (T'xy — Txy).

Txy Tzs Txo— Tz
4 2 2—4=-2
2 0 0—2=-2
0 -2 —2-0=-2

Tabela 8 — Variacao da taxa de variagao instantanea.

Podemos notar que, embora a variagio por unidade de y, descrita na Tabela[d, nao seja
constante, a variagcao da taxa de variacao instantanea forma uma sequéncia de niumeros
com variacao constante e igual a 0. Ou seja, formam uma progressao aritmética de razao
0ea = —2.

Exemplo 6.0.2. Vejamos, agora, se o mesmo acontece com a funcdao polinomial y =
6x — 322 + %, cujo grdfico estd representado na Figura .

N

Y

Figura 30 — Representacio gréfica de funcao y = 6z — 322 + ‘%3
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Na Tabela[9, podemos verificar alguns valores da fungdo para valores de x escolhidos

arbitrariamente, mas mantendo uma variacao constante.

y:6m—3x2+§

S lwlNnlRkr|Oo| R
0 |vIo| I (piw] O©

Tabela 9 — Valores da funcio y = 6z — 322 + %3

Podemos notar que a variacao de x € constante e igqual a 1, ou seja, Ax = x9 —x1 =1,

porém a varia¢do de y nao € constante. Observemos os dados apresentados na Tabela [10}

Intervalo Az =29 — 21 Ay=1y— 11

0,1] 1-0=1 IT-0=1
[1,2] 2-1=1 4-1I=1
2, 3] 3—-2=1 24=1
[3,4] 4-3=1 §—2=1

Tabela 10 — Variagao de x e y.

Entao, a taxa média de variacao de y em relagao a x também nao € constante, como
podemos observar na Tabela [11]

Intervalo %
01y =3
1,2 =1
23 G-}
34 t=3

Tabela 11 — Taxa média de variacao.

Vejamos agora o comportamento da taxa de variacao de y quando Ax tender a 0.

Sabemos que Ay = yo — 3 = Ay = f(x2) — f(x1). Entao,

m f(xa) — f(fﬂl)

Az—0 Az Az—0 Ax
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Como f(x2) = f(x1 + Ax),temos

Axz—0 AT Az—0 Az

Sabemos que y = 6z — 322 + %3, entao

(z1 + Ax)?

f(zy + Ax) = 6(z; + Ax) — 3(z; + Ax)* + 5 ;

1% + 321 2Az + 35, Az + Ar?

f(zy + Az) = 621 + 6Az — 32,° — 621 Az — 3Az% +

2
e
3
f(JTl) = 61’1 — 3371 + %
Dat,
lim 2V
Aro0 Az’
<6x1 + 6Az — 32,2 — 621 Ax — 3Az? + ””13+39”12MJ;3“MQ+MS> - <6x1 — 3z, + %)
AL, Az :

Azx

Axz—0

6AT — 6$1Al’ o BALEQ + 3212Az+3x A+ AxB
lim 2 7

2

2 A A2
lim <6—6x1—3Ax+3x1 +30AT + I)
Ax—0

A’y 333'12
= lim —=6-6 .
Ar0 Ax Tt 2
Entao, se quisermos encontrar a taxa de variacao instantanea, para qualquer valor de

. , . A 2
x, devemos utilizar a formula Ahm N =6—06x; + 3% Observemos alguns valores dessa
z—0

taxa na Tabela[12:
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: Ay 3:212
1 lim 3£ =6 — 6x; + 2%
Azs0 AT 2

0
1
2
3

Njw | O [Nl | D

Tabela 12 — Valores da taxa de variacao instantanea de y.

Podemos observar, nas Figuras[31] e[34, o comportamento das retas secantes
que passam pelos pontos (0,0) e (1, %), (1, %) e (2,4), (2,4) e (3, %), (3, g) e (4,8), quando

a taxa de variacao de x tende a zero, ou seja, Ax tende a zero.

1
1
10{Y /
1
1
/ 7
8 / — — —Reta secante aos pontos (0,0) e (1, 5)
1
1
/ —Reta tangente em (0,0).
1
6 !
1
1
1
1
41 |
4
1
1
21/
1
1
a
X
-4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

II

1
2
.I

Figura 31 — Reta tangente em (0, 0).
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7
— — —Reta secante aos pontos <1, §> e (2,4).

.- 7
Pt v —Reta tangente em (1, )
' X
-4 - 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Figura 32 — Reta tangente em (1, %)
10{Y T
8 el
6 il
4
- 9
- — — —Reta secante aos pontos (2,4) e | 3, 5 )
R
Pt —Reta tangente em (2,4).
- X
-4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Figura 33 — Reta tangente em (2,4).
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10

Figura 34 — Reta tangente em (3, g)

Podemos notar que essas retas secantes passam a ser tangentes.

Adotando o sentido positivo da reta numérica, podemos fazer uma andlise do que estd
acontecendo com a variagdo da taza de varia¢ao instantanea apresentada na Tabela[13
Analisemos, na Tabela[13, que indica, na primeira coluna, a taza de variagao instantinea
1, (T'xy); na sequnda coluna, a taza de variacao instantanea 2, (Txs); e na terceira coluna,

a variag¢do da taza de variagdo instantanea, (Txo — Txy).

TZL‘l TI‘Q TIQ — TZL‘l
3 —_—

56
3 _ 3
0—35=-3

O [Nl | D
njw | O Nl

N
|
)
Il

|

Tabela 13 — Variacao da taxa de variacao instantanea de y.

Podemos notar que, embora a variag¢io por unidade, descrita na Tabela[10, nao seja
constante, a variacao da taxa de variagao instantanea forma uma sequéncia de niumeros
com variagao constante e igual a 3. Ou seja, formam uma progressao aritmética de razao

geap=—3.

Entao, de acordo com os Exemplos e[6.0.2] dada uma funcao continua em que
a variagao nao seja constante, a variagao da taxa de variagao instantanea forma uma
sequéncia de nimeros cuja variacao é constante, ou seja, forma uma progressao aritmética.

Existem outras formas de denotar a derivada de uma funcao, como por exemplo,

9 ¢ lemos derivada de y em relacdo & z;

.dx
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e D,f(x) e lemos derivada de f(z) em relagao a z;

e D.y e lemos derivada de y em relacao a x.

6.1 Regras de derivacao

Nem sempre é simples encontrar a derivada de uma funcao, pois o calculo do seu limite
pode, muitas vezes, ser bem complexo. E isso pode ser visto no Exemplo No entanto,
existem algumas regras de derivacao que facilitam o nosso trabalho. Vejamos a seguir,

alguns exemplos de regras de derivagao.

6.1.1 Derivada de uma constante

Exemplo 6.1.1. Determine a derivada da funcao f(x) = 9.
Para encontrarmos a derivada da funcdo, devemos encontrar o Alimow.
r—r

Entao, como f(x) =9, teremos

Exemplo 6.1.2. Determine a derivada da fungio f(x) = —%.
Utilizando o mesmo raciocinio do Fxemplo teremos

f(x+ Ax) — f(x)

flz) = Ali,glo Ax ’
_3 _ (_§)
1N 7 7
() = AI;:IBO Ax ’
f'() = Aliglo 0

f'(x)=0.
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Entao, a derivada de uma constante sempre sera igual a 07 Sim!
Se ¢ é uma constante e f(x) = ¢, entao, f'(x) = 0.

Podemos verificar a generalizacao dessa regra a seguir.

f(z + Ax) — f(x)

AT0 Az ’

fla) = lim ——°

Az—0 Az’

f(z) = lim 0,

Az—0
f'(x)=0.

6.1.2 Regra da poténcia

Exemplo 6.1.3. Determine a derivada da funcao f(z) = 3.

Como,
oy oy Jl@t+ Az) — f(2)
flo)=m ==
temos que,
vy (o Ar)P =2
flo)= i =
Fla) = 1 23+ 302 Az + 3xAx® + Az’ — 28
R vy Az ’
, Az (3I2 + 3rAx + AxQ)
fl@) = fim, Ax ,

f'(z) = lim (32° + 3zAz + Az?),

Az—0

f(z) = 32°.

Exemplo 6.1.4. Determine a derivada da funcao f(z) = 2.

Como,

temos que
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vy (4 Az)? —a?
fiz) = Alggo Ax ’

22 + 2z Ax + Ax? — 22

Jlor= As |
by Ar(2r 4 Ax)
fla) = fim =
f'(z) = 2.

Podemos observar que, nos Exemplos e ao calcularmos a derivada de uma
poténcia, o expoente vira um fator da poténcia e diminuimos uma unidade no expoente
da poténcia.

Entao, a derivada de uma poténcia sempre sera igual ao expoente dessa poténcia
multiplicado pela poténcia com o seu expoente reduzido em uma unidade? Sim! Vejamos

a Proposicao [6.1.1
Proposicao 6.1.1. Seja f(z) = 2™, n € Z e qualquer p € Dy, entio f'(p) =n-p"*.

Demonstracao. Temos que

— n _ P
f@) = fp) e —ar
T—p T—p T—=p T — P

Note que

" _pn — (JZ _p) Sl‘n_l + xn—Zp_’_ xn—3p2 4+ :L_pn—Q _}_pn—l)7

n termos
entao,
ot =P (z—p)a™ a2 Pp a4 ap 4 p )
lim = lim 7
Top T — P T—p r—0p

limz" 2" 2+ b ap" T = gn_l +...+ p"_i =n-p" L

T—p

-~
n termos

Logo,

f'(x) =n-2"' para qualquer n € 7.

Essa regra é popularmente conhecida como a regra do ”tombo”.
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Exemplo 6.1.5. Determine a derivada da fungao f(z) = 2°.

Como,

f'(x) =n-2"' para qualquer n € 7,

temos que,
fl(x) =9 271 =925

6.1.3 Derivada do produto de uma constante por uma funcao

Exemplo 6.1.6. Determine a derivada da fungio f(x) = 622

Sabemos que,

/ —
o) = Aliglo Ax
Entao,
6(z + Az)? — 622
/ —
o) =t =K
6(2% + 2zAz + Az®) — 622
/ —
fle) = fim, Az 7

622 + 6 - 20Ax + 6Ax? — 622

fe) = Jim, A |
£(z) = lim Az (6-2x + 6Ax)

Az—0 Az ’

/ e .
f(z) = Alslcrgoﬁ 2z + 6Ax,
f'(w) =62z,

f(z) = 12z.

Exemplo 6.1.7. Determine a derivada da funcao f(x) = 5z°.

Como,

o) — fm LD~ (@)

Az—0 Az ’

temos que,
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. 5(z+ Ax)3 —5a3
/ —
fiz) = AlachLlO Az ’

() = lim 5(2% + 322 Az + 3xAx? + Ax®) — 523
Az—0 Ax ’

, . 52+ 5-30%Ax + 5 - 3xAz® + 5AxY) — 5a?
filw) = lim A :
T— i

, . Az (5-32% +5- 3zAzx 4 5Az?))
flo)= g, Aa 7

f(z) = Alimo (5-32* + 5 3zAz + 5Az?)
T—

f/<£[f> =5 3513'2,

f'(z) = 1522

Podemos observar que, nos Exemplos e[6.1.7], ao calcularmos a derivada do produto
de uma constante por uma funcao, mantemos a constante multiplicando a derivada da
funcao.

Entao, considerando f uma funcao, ¢ uma constante e g uma funcao definida por
g(z) = cf(z), se f'(z) existe, entdo ¢'(z) = cf'(z).

Podemos verificar a generalizagao dessa regra a seguir.

Consideremos que f'(z) exista, ou seja, f'(z) = lim {EF8D=f@)

Az—0 Az
Dali,
vy v gl + Ax) — g()
g(x) = Jlim Au :

ef (¢ + Ax) — cf ()

g'(@) = Alirgo Az ’
o) = fim,e [ S,
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6.1.4 Derivada de uma soma

Exemplo 6.1.8. Determine a derivada da fungdo f(x) = 4x® + 5x.

Sabemos que,

fla+A2) - ()

b
Flw) = Alggo Ax
Entao,
2 — (4 2
() = Jim A(z 4+ Ax)* +5(x + Azx) — (4 +5a:)’
Az—0 Ax

4(z? 4 20Ax + Ax?) + bx + 5Az — 42 — Bw

N
flz) = fim, Az ,
4-2xAx + 4A2% + 5Ax
/ —
flz) = AI;:IEO Ax ’
() = Jim Az(4-2x +4Az +5)

Az—0 Ax

f'(z) = lim 4-2x + 4Azx + 5,
Az—0

fl(x)=4-2x+5,

f'(x) =8z +5.

Se considerarmos g(z) = 4x? e h(z) = 5x, podemos afirmar que f(z) = g(x) + h(z).
De acordo com a regra apresentada em temos que ¢'(x) = 8x e h'(x) = 5. Podemos
observar, no Exemplo [6.1.8] que f'(z) = ¢'(x) + h'(x).

Exemplo 6.1.9. Determine a derivada da funcao f(x) = 22% — 32% — 7.

Sabemos que,

fla+ &)~ f@)

f(z) = lim

Az—0 Az
Entao,
vy 2@+ Ax)? = 3(r+ Ax)? =T — (22° — 32 - 7)
@) = Alolcglo Ax ’
, _2(2% 4 322 Az + 3xAr? + Ax®) — 3(2? 4+ 20Ax + Ax?) — T — (22° — 322 — 7)
F(x) = Jim ,

Az—0 Ax
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2.322Ax + 2 - 3xAx? + 2Ax% — 3 - 20 Ax — 3AL?

/ —
Flw) = Ao Ax ’
F() = T Ax(2-32% + 2 - 3xAx + 2A2° — 3 - 22 — 3Ax)
T—

Y

f(z) = Jim 2 372 + 2 3vAz + 2Ax* — 3 - 27 — 3Ax,
z—
f'(z) =2-32% -3 2m,

f'(x) = 62 — 6.

Se considerarmos g(r) = 223, h(z) = 32% e s(x) = 7, podemos afirmar que f(z) =

g(x) — h(z) — s(z). De acordo com as regras apresentadas em [6.1.3| e em [6.1.1] temos
que ¢'(z) = 62% NW(z) = 6z e s'(x) = 0. Podemos observar no Exemplo que
f'(x) = g'(z) = W(z) = &'(x),

Entao, de acordo com os Exemplos e podemos afirmar que, se g e h sao

fungoes cujas derivadas existam, e f é uma fungao definida por f(x) = g(z) + h(z), entao

f'(x) =g (z) + W(x)? Sim. E a generalizacao dessa regra estd apresentada a seguir.

Consideremos que exista a derivada das fungoes g e h, ou seja, ¢'(x) = Alim0 W
z—
/ 1 h(z+Az)—h(x)
o) = 0T
Como,
flz+ Ax) — f(x)
/ —
fz) = Alirgo Az ’
temos,
o) — im0+ AD) o+ Ad)] — gla) + )
Az—0 Azx ’
o) — i 190 AT =g + (o + Aa) = 1)
Az—0 Az ’
oy g9(x + Az) — g(x) h(z + Ax) — h(z)
fiz) = Algilo Az + Alx—m Az ’

f'(x) = g'(x) + W (z).

Observemos a Proposicao que generaliza a derivada de uma funcao polinomial.
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Proposigao 6.1.2. Seja f(z) = apz™ + apn_12" ' + ... + a1 + ag uma fungdo polinomial.
Entao

fl@)=n-a, 2" '+ (n—1Da, 12" 2+ ... +a.

A demonstracao dessa proposicao é dada pela Proposicao [6.1.1] e pela generalizacao da

derivada do produto de uma constante por uma funcao e da derivada de uma soma.

6.1.5 Derivadas de ordem superior

Se f é uma funcao derivavel e definida num certo intervalo, entao f’ também é uma
funcao definida no mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na derivada da funcao f”,

ou seja, em (f') = f".

Exemplo 6.1.10. Se f(x) = 23 +42*—x+1, entdo f'(z) = 3-23 1 +4-2.2*7 1 1.2 7140 =
322 +8x—1le f'(x)=3-2-2* 1 +8-1-2'"1 -0 =6x+38.

Exemplo 6.1.11. Se f(z) = 2*+ 5z — 1, entao f'(z) =2-2*'4+5-1- 271 —0=22+5
efl(x)=2-1-2""1+0=2.

Entao, se f(x) é uma funcao derivavel e f'(z) também for derivavel, derivada de f
é chamada derivada segunda de f(z) e pode ser representada por f”(z), lé-se f - duas
linhas de .

Se f” é uma funcao derivavel, sua derivada pode ser representada por (f”) = f"”, é
chamada derivada terceira de f(x).

Esta ideia de derivadas sucessivas pode ser generalizada da seguinte maneira:

” A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f, representada por f(™(z), é obtida
derivando a derivada de ordem n — 1 de f.”

Veremos no préximo Capitulo que existem alguns pontos em que as derivadas das

fungoes nos chamam a atencao devido ao seu valor.
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7 Maximos e Minimos de funcoes polinomiais

A Figura 35/ nos mostra o grafico de uma fungado y = f(x) definida em R, onde estao

assinalados pontos de abscissas x1, x9, 3 € 24.

f(xs)

f())

Figura 35 — Representacao grafica da funcao y = f(x).

Chamamos esses pontos de extremos da funcao ou de pontos criticos da funcao.

Os valores f(z1) e f(x3) sdo chamados de médximos relativos em x; e x3, respectivamente,
pois existe um intervalo aberto A, contendo x; e contido em D(f), tal que f(z1) > f(x)
para todo = € A e existe um intervalo aberto B, contendo z3 e contido em D(f), tal que
f(z3) > f(x) para todo € B. A Figura [36| representa essa situagao.
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f(x3)

f()p

B
——

Figura 36 — Méximos relativos da fungao y = f(z).

Ja os valores f(xq) e f(x4) sdo chamados de minimos relativos em x5 e x4, respec-
tivamente, pois existe um intervalo aberto C', contendo x5 e contido em D(f), tal que
f(z2) < f(x) para todo x € C' e existe um intervalo aberto D, contendo x4 e contido em
D(f), tal que f(z4) < f(x) para todo x € D. A Figura |37| representa essa situagao.

f(zs)

< D

Figura 37 — Minimos relativos da fungao y = f(x).



Capitulo 7. Mdzimos e Minimos de fungdes polinomiais 70

Analisemos o Exemplo [7.0.1}

Exemplo 7.0.1. A funcdio f(x) = 2* — 423 — 2022 + 152 + 60 tem um ponto de mdzimo
relativo em x = 0,34, pois existe o intervalo (—1,1), tal que f(0,34) > f(x) para todo = €
(=1,1). Emx = —2,23 e x = 4,89 a fun¢do tem minimos relativos, pois f(—2,23) < f(x)
para todo x € (—3,1) e f(4,89) < f(x) para todo x € (1,7). Isto pode ser observado na
Figura[38.

600 {Y
500
400
300
200

100

5 -4 -3 -2 -10
-100

-200

-300

Figura 38 — Representacio grafica da fungao f(x) = z* — 42® — 202 + 152 + 60.

E importante atentar-se para o fato de que uma funcao definida num determinado
intervalo pode admitir diversos pontos extremos. O maior valor da funcao num intervalo
¢ chamado méaximo relativo da funcao, maximo absoluto da fun¢ao ou maximo local da
funcao. Da mesma forma, o menor valor é chamado minimo relativo da fung¢ao, minimo
absoluto da fun¢ao ou minimo local da funcao.

Analisemos os extremos da funcgao f(z) = z* — 42® — 2022 + 152 + 60 definida em

[—5,4], cuja representagao grafica estd apresentada na Figura
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600 1 y
500 1
400 1
300 1
200 1

100 1

A4

7 -6 -5 -4 -3 2 -10
100 -

-200 1

-300 1

Figura 39 — Representagao grafica da fungao f(z) = o* — 42® — 202 + 152 + 60 definida
em [—5,4].

Podemos notar que esta fungao possui um maximo absoluto em x = —5 e um minimo
absoluto em x = 4. Logo, seu méximo absoluto é f(—5) = 610 e seu minimo absoluto é

£(4) = —200.
b A o (b2—4ac)
4

Na maioria das vezes utilizamos as formulas matematicas €~ =

1a a para

determinarmos as coordenadas x e y, respectivamente, do vértice da parabola de uma
funcao polinomial do 2° grau definida por y = ax? + bz + c¢. Vejamos, nos exemplos a

seguir, o comportamento da reta tangente a fungao no vértice da parabola.

Exemplo 7.0.2. Sabemos que o grifico da fungao f(x) = x? — 2z — 3 é uma pardbola

com concavidade voltada para cima, pois a = 1, e seu vértice possui coordenadas (1,—4),

b (=2 _ A, [(=2—41(=3)]
pois —p; = —gy =le—ge—"———

concavidade voltada para cima, essa fun¢ao possui um ponto de minimo absoluto, e que

= —4. Além disso, sabemos que, por ter

esse ponto ocorre no vértice da pardbola, ou seja, no ponto (1,—4). Entdo, podemos dizer
que o ponto (1,—4) é um extremo da funcao f(z) = x* — 2z — 3.

A Figura[{0 nos mostra o grifico dessa fungao.
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w

-6 -5 -4 -3 -2

Figura 40 — Representacio grafica da fungao f(x) = 2? — 2z — 3.

De acordo com as regras de derivagao apresentadas no Capitulo [0, a expressao ma-

temdtica que representa a derivada da funcao f(x) = 2% — 2x — 3 € dada por

fllzy=2-2>1-2-1-2"""' - 0= f'(z) =22 - 2.

Como visto anteriormente, ao calcularmos a derivada da fun¢do no ponto (1, —4)
encontraremos o coeficiente angular da reta tangente a pardbola, ou seja, o angulo que a

reta tangente a curva forma com o eizo das abscissas. Entao,

Fla)=20 2= f(1)=2-1-25y =0

Como f'(x) =0, a reta tangente a pardbola no ponto (1,—4) forma um dangulo nulo
com o eizo das abscissas; ou seja, essa reta € paralela a esse eivo. A Figura[{1] nos mostra

a reta tangente a pardbola no ponto (1,—4).

-6 -5 -4 -3 -2

e — o -

/

Figura 41 — Reta tangente a pardbola no ponto (1, —4).
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Mas serd que € possivel encontrarmos as coordenadas do ponto de minimo dessa funcao

sem utilizarmos as formulas —% € —ﬁ? Sim! E, para isso, basta utilizarmos o fato de
que a reta tangente a func¢ao nesse ponto € paralela ao eizo das abscissas, ou seja, a sua
deriwada é nula.

Entao, como f'(x) = 2x — 2, temos

2 —2=0=2=1,

e, para encontrarmos a ordenada desse ponto, basta substituirmos x = 1 na fun¢ao. Dai,

f()=1"-2.1-3=y=—4,

obtendo assim o ponto (1,—4).
E como faremos para verificar se esse ponto € um ponto de minimo? Basta aplicarmos

o critério da derivada 2*. Ele diz que

Teorema 7.0.1. Seja f uma fun¢ao derivdvel num intervalo (a,b) e ¢ um ponto critico
de f, ou seja, f'(c) =0, coma < c<b. Se f admite a derivada 2* em (a,b), temos:

Se f"(c) <0, f tem um valor mdximo relativo em c.

Se f"(c) >0, f tem um valor minimo relativo em c.

Se f"(c) =0, nada podemos afirmar.

Como f'(z) =2x—2= f"(x) =2 = f"(1) =2 > 0. Logo, a funcio f(x) = 2*—2x—3

possui um minimo em x = 1 e seu minimo é f(1) = —4.

Como visto anteriormente, nos pontos de maximos e minimos a reta tangente é
horizontal, e isso significa que sua derivada primeira no ponto é igual a zero. Entao,
se queremos encontrar os valores extremos da funcao f(x), queremos achar T, tal que
f'(T) = 0. Ou seja, se f(x) é um polindmio, entdo f'(x) também é um polindémio. Logo,

nosso objetivo é encontrar os zeros deste polinémio.

7.1 Equacoes polinomiais
Um polinomio da grau n pode ser escrito da forma

() = ag + a1 + agr® + ...+ apa”, a, # 0.

Estamos habituados a encontrar os zeros de um polinomio de grau 2 utilizando algumas
formulas algébricas. E, férmulas semelhantes, porém bem mais complexas, também existem
para determinar zeros de polinomios de grau 3; mas, para n > 4, nao ha formulas explicitas.
Um caminho para contornar este problema é a utilizacao de métodos iterativos para
encontrarmos zeros de polinomios.

Seguem alguns Teoremas e algumas regras para localizacao e determinacao.
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Teorema 7.1.1. (Teorema Fundamental da Algebm) Se pn(x) é um polinomio de grau
n > 1, ou seja, po(x) = ag+a1x+axx®+. .. +a,x", ag, a, . . ., a,, reais, com a, # 0, entdo
pu(z) tem, no mdzimo, n raizes reais. Ver [(RUGGIERO MARCIA A. GOMES; LOPES,
1996)]

7.1.1 Regra de sinal de Descartes

A regra de sinal de Descartes nos permite determinar o nimero de zeros reais positivos
de um polinomio.

Esta regra nos diz que, dado um polindbmio com coeficientes reais, o nimero de zeros
reais positivos, p, nao excede o nimero v de variagoes de sinal dos coeficientes. Além disso,

v — p é inteiro, par, nao negativo. [(RUGGIERO MARCIA A. GOMES; LOPES, 1996))]

E lo 7.1.1. =32 -2 — 2+ 3 +4 = +— — = j
xemplo ps() x xt — x4+ 3r + + + + = ps(x) possui, no

11
maximo, 2 raizes reais positivas.

Exemplo 7.1.2. py(z) = —2* — 23 + 22 + 3 = — —+ + = py(x) possui, no mdximo, 1

1
raiz real positiva.

Exemplo 7.1.3. pg(z) = 25 + 2° = ++ = ps(x) nao possui raiz real positiva.

Para determinar o nimero de raizes reais negativas basta determinarmos p,(—z) e

utilizarmos a regra para raizes negativas.

Exemplo 7.1.4. ps(z) = 32° — 22* — 23+ 32 + 4

—z) =32 - 22+ 23 - 3x+4=> — —+ — = A i 2
ps(—x) T + x + + —+ + = ps(x) possui, no mdximo,

11
raizes reais negativas.

Exemplo 7.1.5. py(z) = —2* — 23 + 22 + 3

pi(—z) = =2t +2* + 22 + 3 = —+ ++ = pu(x) possui, no mdrimo, 1 raiz real

1
negativa.

Exemplo 7.1.6. pg(z) = 25 + 23
pe(—2) = 25 — 23 = +— = pe(x) possui, no mdzimo, 1 raiz real negativa.
1
Teorema 7.1.2. (Teorema do valor intermedidrio - TVI) Se f é um polinémio e a,b € R

e f(a) - f(b) < 0, entao existe uma raiz de f no intervalo (a,b). Ver [(RUGGIERO
MARCIA A. GOMES; LOPES, |1996)]

Exemplo 7.1.7. Encontrar os zeros do polinomio f(z) = %2 — %x +9.
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Este polinomio possui, no mdzimo, 2 raizes reais, o que € garantido pelo Teorema[7.1.1]
E, pela regra de Descartes, podemos observar que f(x) possui, no mdximo, 2 raizes reais

positivas, pois

z?2 11
fla) =% ——2+9= +— +
2 2 N~ =~
11
Como f(x) possui, no mdximo, duas raizes reais positivas, vamos analisar o sinal
dos valores da func¢ao para alguns valores de x escolhidos arbitrariamente. Observemos o

estudo destes sinais na Tabela [T}

x 0o 1 4 8 11
Sinal de f(z) + + — — +

Tabela 14 — Sinal de f(z).

Entao, pelo Teorema podemos afirmar que existe uma raiz em (1,4) e outra em
(8,11) pois f(1)- f(4) <0 e f(8)- f(11) < 0.

Exemplo 7.1.8. Encontrar os zeros do polinémio f(z) = x3 — 9z + 3.
Este polinomio possui, no maximo, 3 raizes reais, o que ¢ garantido pelo Teorema|7.1.1.
E, pela regra de Descartes, podemos observar que f(x) possui, no mdzimo, 2 raizes reais

positivas e, no maximo, 1 raiz negativa, pois

f)=2—92+3= +— + ,
1 1

f(=2)= -2+ 97 +3= —+ +.
~—~
1
Como f(x) pode possuir, no maximo, duas raizes reais positivas e, no mdxrimo, uma
raiz real negativa, vamos analisar o sinal dos valores da funcdo para alguns valores de x

escolhidos arbitrariamente. Observemos o estudo destes sinais na Tabela [13.

z -5 -3 -1 1 2 4
Sinal de f(z) - + + — — +

Tabela 15 — Sinal de f(z).

Logo, pelo Teorema podemos afirmar que existe uma raiz em (=5, —3), uma em
(—=1,1) e outra em (2,4) pois f(—=5) - f(—=3) <0, f(=1)- f(1) <0 e f(2)- f(4) <0.
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Tentar encontrar as raizes de um polinomio, por tentativa, é muito exaustivo, principal-
mente se for necessario encontrar uma precisao maior. Existem alguns métodos iterativos

para se obter zeros reais de fungoes. Apresentaremos, a seguir, alguns destes métodos.

7.2 Meétodos iterativos para se obter zeros reais de funcoes

7.2.1 Método da bisseccao

Este método tem como objetivo reduzir o tamanho dos intervalos encontrados na
utilizagao do Teorema do valor intermedidrio.

Suponha que f possua uma raiz em (a,b). Nosso objetivo é reduzir o tamanho do
intervalo, até obtermos certa precisdo por meio de sucessivas divisoes de [a, b] ao meio.

Considerando ay = a e by = b, as iteragoes sao feitas da seguinte forma:

(

flag) <0 T € (ao, 7o)
Qo —|—b0
To="—"5 f(bo) >0 » = §a;=ag (7.1)
f((lf(]) >0 bl = 79
(_
f(a) <0 ) T € (21,b1)
ap +b1
Ty = 9 f(bl) >0 > = Ao — T1
f('rl)<0) \bQZbl
(_
flaz) <0 ) T € (r2,b2)
[25) +b2
Ty = " f(b2) >0 » = Qa;=u,
f(.??g) <0 ) \bg — bZ

E importante ressaltar que este método gera uma sequéncia convergente sempre que
f for continua em [a,b] com f(a)- f(b) < 0. Além disso, existe uma estimativa para
um nimero k de iteragoes suficientes para uma precisdo € em um intervalo [a,b]. Ver

[((RUGGIERO MARCIA A. GOMES; LOPES, 1996))]. O valor de k é dado por

log(by — ag) — loge

k>
log 2

(7.2)

Portanto, se k satisfaz a relagao (7.2)), ao final de, no maximo, k iteragoes, teremos o
intervalo [a, b] que contém a raiz T, tal que para qualquer z € [a,b] = |zt — 7| < b—a < e
[((RUGGIERO MARCIA A. GOMES; LOPES, [1996)].
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Exemplo 7.2.1. Vamos encontrar os zeros da funcao apresentada no Eremplo

flz) = % — %x + 9, utilizando o método da bisseccao. Como observado na Tabela had

zeros em (1,4) e (8,11).
Analisando o intervalo (1,4), utilizando a aproximagdo de duas casas decimais, temos

que o numero de iteracoes suficientes para encontrarmos a raiz € dada por

. log(4 — 1) — log 1072

Y

log 2
. log 3 — log 10*2’
log 2
0,4771 — (—2)
F> 0300

k> 18,2296 = k = 9.

Entao, serdao necessdrias, no mdrimo, 9 iteracoes para determinarmos a raiz do
polinomio.

De acordo com temos que,

f)=4>0
amzlgé:2 f(4) = =5 <0
f(2)=0

Portanto, 2 € raiz da funcao.

Analisando o intervalo (8,11), utilizando a aprozimagdo de duas casas decimais, temos

que
- f(8) = 2,99 <0 7 € (8,9.5)
£(9,5) =1,88>0 by — by — 8
8495 f(8) <0 T € (8.75,9.5)
T = 2’ =8,75 £(9,5) >0 = ay=9,5
£(8,75) = —0,84 < 0 by = 8,75
(_
f£(9,5) >0 T € (8.75,9.12)
9,5+8,75 _
T2 =——H = 9,12 f(8,75) <0 = < a3 =8,75
£(9,12) 20,41 > 0 by = 9,12
\
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(

£(8,75) < 0 T € (8.94,9.12)
8,75+9,12 _
L= 5 = 8,94 f(9,12) >0 = < a5 = 8,94
£(8,94) = —0,2 <0 s — 9,12
8,94) <0
8,94+9,12 H )
5= 2294 £(9,12) > 0

Portanto, 9 € raiz da funcao.

Exemplo 7.2.2. Vamos encontrar os zeros da funcao apresentada no Exemplo
f(x) =23 — 9z + 3, utilizando o método da bisseccao. Como observado na Tabela hd
zeros em (—4,—3),(0,1) e (2.5, 3).

Analisando o intervalo (—4,—3), utilizando a aproximacdo de duas casas decimais,

temos que o numero de iteragoes suficientes para encontrarmos a raiz € dada por

log(—3 — (—4)) — log 1072

k>
log 2

Y

log 1 —log 102

k
” log 2

Y

0— (-2)

k; _ N 7
~ 70,3010

k>6,6445 =k =1T.

Entao, serao necessdarias, no mdrimo, 7 iteracoes para determinarmos a raiz do
polinomio. E, de acordo com , temos que

i f(=4)=—-25<0 T € (—3.5,—-3)
$0:T:—3,5 f(—3>:3>0 = a1:x0=—3,5
f(~=3.5) = —8,375 < 0 by — b — —3
a5 s f(=3,5) <0 T € (—3.25,-3)
xr, = 7T =-3,25 f<—3) >0 = S ay = —3, 25

F(=3,25)~ —2,08 <0

=

) =3



Capitulo 7. Mdximos e Minimos de fungdes polinomiais 79

253 f(=3,25) < 0 T € (—3.25,—-3.13)
:L'QZ’T = 3,13 f(=3)>0 = a3 =—3,25
f(—3, 13) =0,5>0 by = —3,13
f(=3,25) <0 T € (—3.19,-3.13)
—-3,25—-3,13
T3 = f = —3, 19 f(—?), 13) >0 = ay = —3, 19
f(=3,19) =2 -0,75 <0 by = —3,13
f(=3,13) >0 T € (—3.16,—3.13)
-3,19-3,13
Ty=———5 = -3,16 f(=3,19) <0 = q a5 =—3,16
f(=3,16) 2 —0,11 <0 bs = —3,13
—-3,13) >0
-3,16 - 3,13 / )
Ty=———(H = —3,154 f(-3,16) <0

Portanto, —3,15 € raiz da funcao.

O processo para encontrar as raizes dos outros intervalos é andlogo.

Podemos observar que, embora possamos trabalhar com uma quantidade maior de

casas decimais, este método também ¢é muito trabalhoso.

7.2.2 Método de Newton-Raphson

Inicialmente, buscaremos entender a interpretacao geométrica deste método. A Figura
nos mostra a representagao grafica da fungao f(x), cuja raiz que queremos encontrar

esta representada por r.
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Figura 42 — Representacao grafica de f(x).

Consideremos x; a primeira aproximacao, que €é obtida utilizando os Teoremas mencio-
nados anteriormente, ou seja, tentamos encontrar um intervalo (a,b), no qual sabemos que
a raiz se encontra, e, em seguida, tomamos x; € (a,b) ou z; sendo um dos extremos do
intervalo (a, b). Consideremos a reta tangente Ly a curva no ponto (z1, f(z1)) e observemos

a interseccao de L; com o eixo x, denominado x5. Esta situagao pode ser observada na

Figura [43]

Ly

Figura 43 — Representacao grafica de f(x).

Agora, consideremos a reta tangente Ly & curva no ponto (zs, f(z2)) e observemos a

interseccao de Ly com o eixo x, denominado x3. Esta situacao pode ser observada na

Figura [44]
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($2, f(fEQ))

0 T3 T2

Ly

Figura 44 — Representacao grafica de f(x).

Podemos observar que x3 ficou mais proximo de r do que xs.
Se repetirmos esse procedimento varias vezes, nos aproximaremos de r o quanto
quisermos. Como a tangente é uma reta, podemos facilmente encontrar a sua interseccao

com o eixo x. Entao,

Liy=f(z1) — f'(1) - (x — 1) (7.3)
A intersec¢ao de L com o eixo z no plano cartesiano tem coordenadas x = x5 e y = 0.
Logo, temos de (7.3]) que

0= flz1) = f(21) - (x2 — m1).
Como f'(x1) # 0, pois Ly nao ¢ paralela ao eixo x, podemos isolar x, obtendo, assim,

a segunda aproximagcao de r. Portanto,
f(z1)
f'(a1)

Se repetirmos este processo substituindo x; por xs, usando a reta tangente Lo, nds

To = T1 —

teremos a terceira aproximacao de r, ou seja,

f(z2)

T3 =Ty —

f'(x2)
Se ficarmos repetindo esse processo, obteremos uma sequéncia de aproximagoes
T1,Ta, X3, Ty,.... Portanto, se xp for a k-ésima aproximagao e f'(k) # 0, entdo esta

aproximacao ¢ dada por

T )
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A convergéncia desse método iterativo é garantido pelo Teorema apresentado por
(RUGGIERO MARCIA A. GOMES; LOPES, [1996).

Teorema 7.2.1. Sejam, f(z), f'(z) e f"(z) continuas num intervalo I que contém a raiz

x = ¢ de f(z) = 0. Supor que f'(¢) # 0. Entdo, existe um intervalo I C I, contendo a

raiz €, tal que se xg € I, a sequéncia (xy) gerada pela férmula recursiva Ty = T — ;C,((”;’Z))

converqird para a raiz.

Note que este Teorema garante a convergéncia, desde que tomemos o ponto inicial
dentro de um intervalo contendo a raiz, desde que f’(z) # 0 para qualquer = deste intervalo.

Entao, se vocé escolher um intervalo e f'(x) = 0, pare e escolha outro intervalo.

Exemplo 7.2.3. Vamos aplicar o método de Newton para encontrarmos uma aproximagao

com duas casas decimais das raizes da fungao f(x) = % - Sz +9.
Temos que
21 11
f(z) = %—7x+9:>f’(x) —r—
Entao,
2
() et
Lr+1 = Tk (@) Lr+1 = Tk Tp — 1?1 (7.4)

Como f(0) =9, f(1) =4, f(4) = =5, e de acordo com as informagdes apresentadas
no Exemplo vamos escolher x1 = 1,5. Substituindo k =1 em , teremos

2
11
D) 2l’1—|—9

2 2
JZQ—].,E)— 1’5_% —1,97
Fazendo k = 2, teremos
X2 11
— ST+ 9
Toy1 = T2 — 2 : 11 )
Ig—?
1,97 11
: = -1,97+9
=1,97— 2 2 =1,99.
s 1,97 — 1

Fazendo k = 3, teremos

2
xz3® _ 11
. ) 2[L’3+9
T341 = T3 . 11 )

3T 2

1,992 11
B 11,99+ 9
ry=1,99 - 2—2_—5
1,99 — &

=1,99.
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Como podemos observar, xs3 = x4 € isso € um sinal de que podemos parar de utilizar o

método. Ou seja, suponha que queremos encontrar uma precisao de quatro casas decimais,

empregando o método de Newton. Como sabemos quando podemos parar? Devemos parar

quando duas aproximacoes SUCessivas, Ty € Tii1 SA0 tguals até a quarta casa decimal.

Observemos o que acontece se aumentarmos a precisao para cinco casas decimais.

Para k =1, teremos

L1411 = T2 = ]_,5 — == 1,96875

Para k = 2, teremos

1,96875% £ -1,96875+ 9

= 2o = 1.96875 — —2 = 1,99986.
T = I3 =4 1,96875 — 1 ’
Para k = 3, teremos
LIOOSG" _ 1L 1,99986 + 9
T34 = 14 = 1,99986 — —2 2___ =1,99999.

1,99986 — 1

Fazendo k = 4, teremos

190000 — 2 519999949
€T = I = — =
e 1,99999 — LI

Fazendo k =5, teremos

= 2.

22 11
g 332+
Ts541 = T = 1
2

9 _ 1

Podemos observar que xjp tende a se aprorimar de 2 o quanto quisermos, para tSso

basta aumentarmos o valor de k.

Os cdlculos para encontrar a outra raiz podem ser feitos utilizando o mesmo raciocinio.

Exemplo 7.2.4. Vamos aplicar o método de Newton para encontrarmos as raizes da

fungao y = 2 — 9x + 3 com uma precisao de duas casas decimais.

Temos que
y=2>—9x+3=1vy =322 -0.
Entao,
" — l‘k?’ — 91’k + 3
k+1 = Tk 322 — 0

(7.5)

Como f(2) = =T e f(3) = 3 vamos escolher x1 = 2,5. Substituindo k =1 em (7.5),

teremos
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.7313—91'1“—3
L1 =T — ————————
S TIE R R
2,5 —9.25+3
=25 = d =2, 89.
e 3.2,52—9 !
Fazendo k = 2, teremos
" :x_l’23—9$2+3
2+1 2T T2 g
2,89° —9-2,80 +3
T3 =2,8) — ~ S+ = 2,81.

3-2,892 -9

Como queremos encontrar uma precisio de duas casas decimais, podemos parar no
k= 2. Além disso, se fizermos os cdlculos para k = 3 encontraremos o mesmo resultado.
Observe,

Fazendo k = 3, teremos

3333 — 95133 +3

BT T T2 g
3o

2,813 -9.2,81+3
3-2,812-9

Entao, se utilizarmos a aprorimacao de duas casas decimais, podemos dizer que uma

.’,174:2,81—

= 2,81.

das raizes dessa funcdao € 2,81.

Exemplo 7.2.5. Vamos aplicar o método de Newton para encontrarmos as raizes da

funcio y = 23 — 92 + 3 com uma precisao de duas casas decimais.

Temos que
y=2>-9r+3=1¢y =322 0.
Entao,
3
T~ — 9£Ck +3
= - — 7.6
Th+1 = Tk 302 — 9 (7.6)

Como f(2) = =T e f(3) = 3, vamos escolher 1 = 2,5. Substituindo k =1 em (7.6),

teremos

T — _1‘13—9$1+3
1+1 = T1 3220
2,5°-9.2,5+3
Tog=2,5— = — + = 2,89.
3-2,5°-9
Fazendo k = 2, teremos

1‘23—9.1'2—|—3

Tyl = T2 — — (55—

3.2722 -9 ’
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2,893 —9.2,80 +3
3.2,802 -9

Como queremos encontrar uma precisao de duas casas decimais, podemos parar no

g = 2,89 — — 2,81,

k =2. Além disso, se fizermos os cdlculos para k = 3 encontraremos o mesmo resultado.
Observe:

Fazendo k = 3, teremos

l‘33 — 9!L'3 +3
3]732 -9 ’

T341 = T3 —

2,813 —9-2,81 +3
’ = T2 981,
3.2,812-9

Entao, se utilizarmos a aproximacao de duas casas decimais, podemos dizer que uma

$4:2,81—

das raizes dessa funcgao é 2,81.

7.2.3 Briot-Ruffini

Podemos observar em , apresentada no Exemplo que xxy41 € o resultado de
uma subtragao de x; por uma divisao de polinomios, onde o divisor é um binomio da
forma x + a, com a constante. E, efetuar esta divisao muitas vezes pode facilitar os nossos
calculos.

Existem varios métodos ou dispositivos que nos permitem efetuar a divisao de po-
lindbmios, mas abordaremos um chamado dispositivo de Briot-Ruffini, que nos permite
dividir um polinémio de qualquer grau por um binomio de grau 1 do tipo x + a, com a

constante.

Exemplo 7.2.6. Iremos dividir 23 + 2x? +3x 44 por x + 1, ou seja, encontrar o resultado

234222 43zx+4
de z+1 :

Inicialmente, devemos encontrar a raiz do divisor. Neste caso, devemos encontrar a
raiz de x + 1.

r+1=0=2=-1

Esta raiz serd a base do dispositivo. Depois, colocamos os coeficientes do dividendo,

123 4 22% + 3x + 4, e da base, da sequinte maneira
-1]/1 2 3 4

Tabela 16 — Dispondo a base e os coeficientes.

1° passo: des¢a o primeiro coeficiente.
2° passo: multiplique a base pelo coeficiente que acabou de descer e some ao préorimo

coeficiente. O resultado desta operagao deve ser colocado ao lado.
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-1|1 2 3 4
1

Tabela 17 — 1° passo.

(-1)-1+2=1
-1]1 2 3 4
11

Tabela 18 — 2° passo.

3% passo: repita o processo com o resultado obtido anteriormente.

(-1)-1+3=2
-1]/1 2 3 4
11 2

Tabela 19 — 3° passo.

4% passo: repita este processo até obtermos o ultimo resultado.

(-1)-2+4=2
-1|1 2 3 4
11 2 2

Tabela 20 — 4° passo.

5% passo: isole o ultimo resultado, pois ele € o resto da divisao.

—1|1 2 3|4
11 22

Tabela 21 — 5° passo.

6° passo: 0s outros numeros sao os coeficientes do quociente da divisao. Como o

dividendo possui grau 3 e o divisor possut grau 1, entao o quociente terd grau 3 — 1 = 2.

R R )
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—1|1 2 3|4
11 22

Tabela 22 — 6° passo.

Entao, podemos escrever

P42 +3r+4=(x+1) (2P +2x+2)+_2 .
~~ —_— —_—— N

dividendo resto

divisor quoctiente

Retomando o Exemplo podemos observar que a expressao encontrada em[7.4), ou
2

. Tk 11, +9 . . . . .. . .
seja, Tpy1 = Tp — Q:E—Quk, pode ser simplificada utilizando o dispositivo de Briot-Ruffinz,
KT

com o objetivo de facilitar nossos cdlculos.
Inicialmente, devemos encontrar a raiz do divisor. Neste caso, devemos encontrar a

raiz de T — %

1 0o 71 — 11
T B = T — 5 .
Depois, colocamos os coeficientes do dividendo %:c;f — 1—21:ck +9 e da base %, da sequinte

maneira

1_‘1_
2 | 2

—_

L9

] ot

Tabela 23 — Dispondo a base e os coeficientes.

1° passo: des¢a o primeiro coeficiente.

gl
2

H
|
]t
Ne)

N [N

Tabela 24 — 1° passo.

2° passo: multiplique a base pelo coeficiente que acabou de descer e some ao préximo

coeficiente. O resultado desta operacdao deve ser colocado ao lado.

N [N

Tabela 25 — 2° passo.

3% passo: repita este processo até obtermos o ultimo resultado.
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11 11 oo 49
2 4 8

il
2

—
=

D= [N
IS[=4IN]|
S
©

Tabela 26 — 3° passo.

4% passo: isole o ultimo resultado, pois ele € o resto da divisao.

11 | 1 11
s 5 9
1w
2 4 8

Tabela 27 — 4° passo.

5° passo: 0s outros numeros sao os coeficientes do quociente da divisio. Como o

dividendo possui grau 2 e o divisor possui grau 1, entao o quociente terd grau 2 — 1 = 1.

il
2

—
[y
=

| 9

| -%
8

NI [N
IS |l IN]

Tabela 28 — 5° passo.

Entao, podemos escrever

2
2 11 B 11\ [z, 11\ 49
2 ka—i—Q—(xk 2) (2 4) 8

~" N / \\ J/

L. Vo TV
dividendo divisor quociente resto
Entao,
11 11 11 49
5 3t 9 (we—9) 3-9)-F%F
Tht1 = Tp — 11 =Tk~ 11 ’
Ty — 5 Tk — 3
5 2
1y (e 11 49
o (e —5) (3 - 1) L8
Th+1 = Tk — 11 _ 1
Tk 2 z 2
x, 11 =
Top1 =Tk — | 5 — 11>
2 4 T — 5
T 11 49
LTpt1 = +— + )
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2p - (4 — 22) + 11 - (22 — 11) + 49

Tk+1 =

8 — 44 ’
da? — 22, + 22z, — 121 + 49
€T =
k+1 8Ik 44 )
4l'k2 — 72
Tyl = —————
k+1 8$k — 44 )
4 xk2 - 18)
X ==
T 420, — 11)
2
T~ — 18
= . 7.7
T e — 11 (7.7)

Como f(—2) =22, f(1) =4 e f(4) = =5, vamos escolher x; = 1,5. Substituindo
k=1em , teremos

.1712 — 18

Ti41 = m7

1,52 — 18

= 2 1,07
2-1,5— 11 97

T2
Fazendo k = 2, teremos

.1'22 — 18

Tot1 = —2:r2 EETE

1,97% — 18

— 27l T 99
> t97—11 P

I3
Fazendo k = 3, teremos

I32 — 18

T3+1 = —2x3 EETE

1,997 18
2.1,99—11

O mesmo acontecerd se aumentarmos a precisao para cinco casas decimais.

1,99.

Xyq

Podemos observar que, no caso dos Exemplos e[7.2.5], ndo podemos utilizar o

dispositivo de Briot-Ruffini, pois o divisor nao é da forma z + a, com a constante.
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8 Valores extremos de funcoes - Problemas

de otimizacao

Neste Capitulo utilizaremos as derivadas e as técnicas para encontrarmos zeros de

fungoes para determinarmos os extremos de fungoes. Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 8.0.1. Uma indistria quimica vende dcido sulfirico a granel num wvalor de
R$100,00 cada galdo. O custo total de producao, em reais, para um dia de servigo, pode

ser calculado pela funcgao

C(n) = 100.000 + 50n + 0, 00251,

onde n representa a quantidade de galoes produzidos.

Vocé entao € contratado para fazer uma consultoria no setor de produgao desta empresa,
com o objetivo de maximizar o LUCRQO. Para esse trabalho vocé fez um levantamento da
capacidade de produ¢ao da empresa e verificou que, atualmente, podem ser produzidos,
no mdzximo, 7.000 galoes por dia. Verificando a demanda do mercado consumidor, vocé
adotou para seus cdlculos que toda producao didria de dcido sulfurico seja vendida pelo
departamento de marketing. Ao final da consultoria, seu relatorio deveria responder ao
empresario as sequintes questoes:

a) Vocé recomendaria ao industrial uma expansao na capacidade de produgdo da fabrica?
Justifique sua resposta.

b) Quantas unidades a fdbrica deve fabricar e vender diariamente para otimizar seus

lucros e qual € o mdzimo lucro que a fabrica obtém com essa quantidade produzida?

Inicialmente, devemos encontrar a func¢ao lucro da empresa e que serd denotada por
L(n). Em sequida, devemos encontrar o lucro mdzimo que pode ser obtido diariamente
pela empresa, tendo em vista a venda de n unidades didrias.

Note que cada galdo é vendido a R$100,00; logo, a receita serd dada por R(n) = 100n e o
custo para a produgdio de n é dado por C(n) = 100.000 + 50n + 0,0025n2.

Entao o lucro didrio serd dado por

L(n) = 100n — (100.000 + 50n + 0,0025n%),

L(n) = —100.000 + 50n — 0,0025n>.
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Vimos que, para encontrar os pontos criticos de uma func¢do, basta igualarmos a

derivada primeira a 0. Como, L'(n) = 50 — 0,0050n, temos que

50 — 0,0050n = n = 10.000.

Como L'(n) = —0,0050, temos que L"(10.000) = —0,0050 < 0, o que nos leva a
concluir, pelo critério da derivada 2°, que L(n) possui um mdzimo em n = 10.000.

Como a producao didria da empresa é de 7.000 galoes por dia, devemos sugerir que
haja uma expansao na producao para 10.000 galoes, pois, com essa producdo, a empresa
poderd ter um lucro maximo.

Como a empresa terd lucro maximo quando n = 10.000, temos que o lucro mdximo é

dado por

L(10.000) = —100.000 + 50 - 10.000 — 0, 0025 - (10.000)?,

L(10.000) = 150.000.

Exemplo 8.0.2. Uma drea retangular em uma fazenda serd cercada, por um lado, com
uma cerca de trés fios, e, nos outros lados, por uma cerca elétrica com um fio. Com 800 m
de fio a disposicao, determine quais as dimensoes da maior drea que poderd ser cercada e

calcule o valor dessa drea.

O exercicio pede para descobrirmos o maior valor da drea que pode ser cercada com

800 m de fio. Consideremos uma drea retangular de comprimento x e larqura vy, ilustrada
pela Figura [{5,

Figura 45 — Representacao de uma &area retangular.
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Observe que o perimetro da drea retangular € dado por

800 — 4x

r+r+r+r+y+y=800=4r4+2y=800=y = 5

=y =400 — 2z, (8.1)

ja a drea S € dada por

S(z,y) = vy, (8.2)

Entao, utilizando as informacoes encontradas em e as apresentadas em ,

temos que

S(z) =z - 400 — 2 = S(z) = 400z — 22°.

Portanto, para encontrarmos o valor da maior drea, basta encontrarmos o maior valor
da fungdo S(z) = 400x — 2z%. Entao,

S'(z) = 0= 400 — 4z = 0 = x = 100.

Como S'(x) = 400 — 4z, temos que S”(100) = —4 < 0, o que nos leva a concluir, pelo
critério da derivada 2°, que S(x) possui um mdximo em x = 100, e, de acordo com ,
podemos afirmar que y = 200 = S(100,200) = 20 000 m?.

Exemplo 8.0.3. Determine os extremos da funcao f(x) = el T2 4 9% 4 19z,

4 3
Vimos que, nos pontos de mdzrimos e minimos, a reta tangente € horizontal, ou seja, sua
. o . i1 7331 _ _
derivada primeira € igual a zero. Entao, como f'(x) = 4‘CT — % +2- 2027412 217
temos
3 2 _
x® =T+ 4 +12=0. (8.3)

Como o polinomio apresentado em € de grau trés, podemos afirmar, pelo Teorema
Fundamental da Algebra, que este polinomio possui, no mdximo, 3 raizes reais.
Além disso, pela Regra de sinal de Descartes, podemos afirmar que este polinomio

possui, no maxrimo, 2 raizes reais positivas e, no maximo, 1 raiz real negativa, pois

flx)=2° —T2* + 40 + 12 = + — ++

fl(—2)= -2 —T2* — 4o+ 12 = — — — +.

Vejamos, na Tabela a andlise dos valores da funcao f'(x) para alguns valores de x

escolhidos arbitrariamente.
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x -4 0 4 8 12
Sinal de f'(z) — + — 4+ +

Tabela 29 — Sinal de f'(x).

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, podemos afirmar que existe uma raiz em
(—4,0), outra em (0,4) e outra em (4,8).

Pelo método de Newton-Raphson, temos que

f(xx)

T T )

Considerando f(xy) = x> — T + 4y, + 12 e f/(x1,) = 3232 — 14y, + 4, teremos

$k3 - 7$k2 + 4:L’k + 12
3r,2 — 1dx, + 4
Como existe uma raiz em (—4,0), vamos escolher o ponto médio de (—4,0), ou seja,

x1 = —2. Substituindo k =1 em e utilizando a aproximacao de duas casas decimais,

(8.4)

T+1 = Tk —

teremos

ZL‘13 — 71’12 + 41‘1 + 12
3112 — 4oy +4

Li41 = X1 —

(=2)% =7 (=2)2+4-(=2)+12 _

—1,27.
3.(—2)2—14-(—2)+4 27

To = -2 —
Fazendo k = 2, teremos

1’23 — 71’22 + 45(72 + 12
3r9%2 — ldxg + 4

To41 = T2 —

(—1,27)° = 7-(=1,27)2 +4- (-1,27) + 12

=—1,27 — —1,03.
BT 3-(—1,27)2—14-(—1,27) + 4 ’
Fazendo k = 3, teremos
x33—7x32+4x3+12
T34, = T3 —
st 3 3[[’32 - ].41‘3 + 4 ’
—1,03)* = 7-(=1,03)2 +4- (-1 12
g ELOY ST (CLOSP (L0812

3-(—1,03)2—14-(—1,03) + 4

Fazendo k = 4, teremos

l‘43 — 7ZL'42 + 41‘4 + 12
31’42 - 141’4 +4 ’

Ty41 = Tyg —

(—1)° =7 (=12 +4-(-1)+12 .
3.(-1)2—14-(-1)+4

I‘5:—1—
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Logo, —1 € raiz do polinémio x® — 7% + 4x + 12.
Como também existe uma raiz em (0,4), vamos escolher 1 = 2. Substituindo k =1

em e utilizando a aprorimacao de duas casas decimais, teremos

2 -7-224+4-24+12

et :2—
Ti+1 = T2 3.22_14-214

Fazendo k = 2, teremos
2 -7-22+4-2+4+12

3-22—-14-2+4+4
Entao, 2 também € raiz do polinémio 23 — 7% + 4x + 12.

Toy1 =23 =2—

Analisaremos agora o intervalo (4,8). Vamos escolher xy = 6, substituir k =1 em

e utilizar a aprorimacao de duas casas decimais. FEntao, teremos

6~ 7 62+4-6+12

pu— :6— _6-
B 3-62—14-6+4
Fazendo k = 2, teremos
63 —T7-6>+4-6+12
ZL‘2+1:ZE3:6— = 0.

3:-62—14-6+4
Logo, 6 também é raiz do polinémio x> — Ta? + 4x + 12.
Portanto, os pontos criticos da funcao f(x) = o %3 + 222 4+ 122 sdo —1,2 ¢ 6.

1
Aplicando o critério da derivada 2°, temos

fl(x) =2 — T2 + dx + 12 = f"(z) = 32 — 14z + 4,
f'(=1)=3-(=1)> - 14-(=1)+4 =21 >0,

f'2)=3-22-14-2+4=-12<0

f'(6)=3-6—14-6+4 =28 > 0.

Entdao podemos concluir que f(x) = %4 — % + 222 + 122 possui um mdrimo absoluto em

xr =2 e um minimo relativo em x = —1 e em x = 6. Como, f(—1) = —7,42 e f(6) = —36

podemos afirmar que temos um minimo absoluto em x = 6.

Observemos a representacao grdfica de f(z) na Fz'gum
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30 y
20

10

-10

Figura 46 — Representacao grafica de f(z).

Exemplo 8.0.4. Determine os extremos da funcao f(x) = % — 10;3 + 132952 + 24z.
Como f'(z) = 2 — 102% + 13z + 24, temos

2% — 102 + 132 + 24 = 0 (8.5)

Como o polinomio apresentado em € de grau trés, podemos afirmar, pelo Teorema
Fundamental da Algebra, que este polinomio possui no mdximo trés raizes reais.
Além disso, pela Regra de sinal de Descartes, podemos afirmar que este polinémio

possui, no maxrimo, 2 raizes reais positivas e, no maximo, 1 raiz real negativa, pois

fl(r) =2® —102° + 132 +24 = + — ++

fl(—2) = -2 —100* — 130 + 24 = — — — +.

Vejamos, na Tabela a andlise dos valores da func¢ao f'(x) para alguns valores de x

escolhidos arbitrariamente.

x -5 0 5 10 15
Sinal de f'(z) — + — + +

Tabela 30 — Sinal de f/(x).

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, podemos afirmar que existe uma raiz em
(—5,0), outra em (0,5) e outra em (5,10).

Pelo método de Newton-Raphson, temos que

f(xx)
f(or)

Tpr1 = Tk —
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Considerando f(xy) = x> — 10x3? + 133y + 24 e f'(x1) = 3232 — 20, + 13, teremos

IkS — 10!Ek2 + 13$k + 24
3rp? — 20z, + 13

Como existe uma raiz em (—5,0), vamos escolher r1 = —2. Substituindo k = 1 em

(8.6)

Lk4+1 = Tk —

e utilizando a aprorimacao de duas casas decimais, teremos

1’13 — 103712 + 13371 + 24
3112 —20x; +13

T141 = X1 —

_ (=210 (=22 +13- (-2)+24 _
me 3-(=22-20-(-2)+13 —L 2.

Fazendo k = 2, teremos

29> — 10292 + 1325 + 24
31’22 — 20.172 + 13 '

Toy1 = T2 —

(=1,23)° =10 (-1,23)2 + 13- (=1,23) + 24

=—-1,23 — —1,18.
e 3-(—1,23)2— 20 (—1,23) + 13 ’
Fazendo k = 3, teremos
I33—10$32+13$3+24
T311 = T3 —
MR 332 — 2023 + 13
—1,18)* =10 (—1,18)2 + 13- (—1,18 24
x4 — _17 18_ ( ) ) ( Y ) + ( Y )+ — _1701
3-(—1,18)2—-20-(—1,18) + 13
Fazendo k = 4, teremos
24> — 1024 + 1324 + 24
Typ1 = Ty —
S 342 — 2024 + 13
—1,01)> =10 (=1,01)2 4+ 13- (—1,01) 4 24
by (CLOD 10 (CLOIP 3 (Lo 42

3-(—1,01)2—20- (—1,01) + 13

Fazendo k =5, teremos

x5% — 10252 + 1325 + 24
3w52 — 2005 + 13

Ts+1 = T —

(—1)° =10 (-1)2+ 13- (=1) +24
3-(=1)2-20-(—=1)+13 B
Logo, —1 € raiz do polinémio x® — 102 + 13z + 24.

{EGZ—]_—

Como também existe uma raiz em (0,5), vamos escolher 1 = 2. Substituindo k = 1

em e utilizando a aprorimacgao de duas casas decimais, teremos

2°—10-2°+13-24+24
3.22-20-2+13

$1+1:$2:2— 3,2
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Fazendo k = 2, teremos

3 23—10-3,22+13-3,2+24_

g —390_ 3.
To41 = T3 , 3-3,22-20-3,2+13

Fazendo k = 3, teremos

33 —10-32+13-3+24 B
3:-32-20-3+13
Entao, 3 também € raiz do polinémio 23 — 102% + 13x + 24.

T341 = Tg = 3 —

Analisaremos agora o intervalo (5,10). Vamos escolher vy = 7, substituir k =1 em

e utilizar a aprorimacao de duas casas decimais. Entao, teremos

73—10-72+13-7+24_86
3-72-20-7+13 7

Tig1 =T =7 —

Fazendo k = 2, teremos

8,6°—10-8,6%+13-8,6 + 24
3-8,62—20-8,6+13

$2+1:$3:8,6— :8,09

Fazendo k = 3, teremos

8,09° —10-8,09% 4+ 138,09+ 24
3-8,092 —20-8,09+ 13 -

T341 = Ty = 8,09 -

Fazendo k = 4, teremos

8 —10-8+13-8+24 B
3-82-20-8+13

Logo, 8 também € raiz do polinomio x> — 102% + 13z + 24.

zt 10

Portanto, os pontos criticos da fungdo f(r) = % — sz + % + 24x sao —1,3 e 8.

Ty = 25 =8 —

Aplicando o critério da derivada 2°, temos

fl(z) =2 — 102 + 13z + 24 = f"(z) = 32° — 20z + 13,

f'(=1)=3-(=1)> =20 (=1)+ 13 =36 > 0,

f"(3)=3-3-20-3+13=-20<0

e
f'(8) =3-8—20-8+13 =45>0.
~ 3 _ zt _ 10z% | 1322 3 ¢
Entdo podemos concluir que f(x) = % — =3~ + =5~ + 24z possui um mdrimo absoluto
em x = 3 e um minimo relativo em v = —1 e em x = 8. Como, f(—1) = —13,92 e
f(8) = —74,67 podemos afirmar que temos um minimo absoluto em = = 8.

Observemos a representacao grdfica de f(x) na Figura .
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40

20

Figura 47 — Representacao grafica de f(z).
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9 Conclusao

Ao ingressar no Ensino Superior, muitos alunos se deparam com a disciplina denominada
Célculo Diferencial, que figura como obrigatoria de muitas areas e que, infelizmente, tem
alto indice de reprovacao.

Este trabalho consistiu em mostrar a importancia das sequéncias numéricas no estudo
do Calculo Diferencial, no Ensino Médio, para o desenvolvimento das ciéncias e para o
avanco da matematica, de maneira introdutéria e de facil entendimento.

O Calculo Diferencial, desde que apresentado convenientemente, é muito instigante
pelo poder de seus métodos. Iniciado no Ensino Médio, pode se integrar harmoniosamente
com o estudo das sequéncias numéricas, séries numéricas, do movimento na Fisica, além
de ser 1til para os polinomios e para outras aplicacoes cientificas.

Abordando as nocoes de sequéncias numéricas, séries numéricas, limites e derivadas,
evitando, ao maximo, o rigor das demonstracoes matematicas e as defini¢oes formais,
destacamos como um dos principais objetivos deste trabalho a elaboragao de um material
que possa ser utilizado por professores e alunos do Ensino Médio, com o intuito de
aproximé-los da ideia do Célculo Diferencial.

Uma vez que, no Ensino Médio, os discentes ja estao familiarizados com a Geometria
Plana, o ideal seria pensar na aplicacao da mesma ideia para o Calculo Integral, com o
intuito de calcularmos areas de superficies planas.

Seria interessante a utilizacao de recursos computacionais, como, por exemplo, o
Geogebra, com o objetivo de visualizar a representacao grafica de funcoes polinomiais,
tornando mais clara a ideia de limite e derivada, bem como os maximos e minimos de
fungoes polinomiais.

Espera-se, com a producao deste trabalho, eliminar algumas das dificuldades encontra-
das por discentes do Ensino Médio, como, por exemplo, resolver problemas cujo objetivo é
determinar valores extremos de fungoes polinomiais com grau maior que 2. Além disso,
espera-se inspirar uma reflexao sobre a introducao da ideia do Calculo Diferencial no
Ensino Médio, haja vista que se trata de um assunto muito significativo para quase todas

as areas do Ensino Superior.
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